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Die Vetlag11haodlung behiilt eich für dieae$ Werk d ... Recb~ d r Oe'be tZD1llJ vor . 
... 
Or„k .oa D••lil llr la llrl"· 
~· 
Vorwort . 
• Den zweiten Band hoffe ich im Laufe der zwei nächsten 
Jahre vollenden zu könn n. 1it diesen Worten schloss Pro-
fe or Culmann im April 1875 die Vorrede, mit welcher er die 
zw ite Auflage de ersten Bande seiner .Graphischen Statik" 
b gleitet . Leider hat ich die e Hoffnung nicht erfüllt, und 
noch einige weitere Jahre ofoaen vorüber, ohne dass der von 
vi len eiten lebllaft herbeigesehnte zweite Band des grossen 
vV rk erschi n. Wer die Arbeit wei e ulmanns kannte, 
wer s beobachtet hatte, wie der toff unter seinen schöpferischen 
IHinden immer neu Gestalten und grösseren Umfang gewann, und 
wi or oft den scheinbar einfachsten Aufgaben neue, originelle 
iten abgewinnen konnte, der begriff auch dass die Bewiilti-. 
gung d r gest llten Aufgabe eine längere panne Zeit in An-
spruch nehm n mu ste. Dazu knm dass Culmann neben seinen 
ni ht unb d utenden Beruf pflichten als Profes or der Ingenieur-
wi nschaften am Zürcher olytechnikum noch vielfach mit 
ommis ion arbeiten und teclmi eben Gutachten belastet wurde 
und in s in n 1 tzten Leben jahren sich nur selten mehr un-
g tört dem Werke hingeben konnte, das seinen Namen weit 
über die Grenzen des d utschen Sprachgebiete hinaus bekannt 
gemacht hat. 
vVohl barg ulmann ..i:J achla ver chiedene Anläufe zur 
B arbeitung des zweiten Bande manchen wertvollen neuen 
Gedanken und zahlreiche zerstreute kizzen; aber das Alles 
ma ht doch nur in n kleinen Teil de sen aus, was nach der 
Au d hnung, w !ehe die graphi ehe tatik unterdessen erlangt 
hatt , v n dem zweiten B nde erwartet werden musste. Na-
m ntlich f hlte zu manchen Aufzeichnungen das vermittelnde 
Band und zu mancher Zeichnung der erläuternde Commentar, 
lV 
un 1 s lb ·t Denj ni en, welch mit ulrnllnn in p 1 ünlich 111 Y' r-
k hr ge,timden hntt n, wnr e unb kannt" bli b ·n, nnch w Ich •m 
Plane er den zweit n B. nd b onder die wichtig n b chnitt 
über den continuirlichen Bnlken und d n Bo<> •n zu b h nd In 
gedachte. o h i h d r B nrb iter gro. s nt il nuf ei" ne 
FU e e' tellt und mus befürchten, d r vi lfä h d n 
ori!!inellen 'tempel v rmi · n wird, welch n d r chöp~ r ll 1r 
graphischen tntik inen Werk n aufzudrück n pfl f?te. 
Wurde durch olch Um fände d m di 
Neub nrbeitun d zw it n Bande nicht w ni~ e1 chwert, · 
tellten ich der Fortführung d \Y rk · üb nlie 
chäftliche Bedenken ent"'eg n. Der '\er! 
e nämlich unthunlich, di se Benrb itun ls eine Er iinzuno-
de vor mehr al zwölf Jahr n veröff ntlicht n erst n r-
cheinen zu Ins ·en. ie z g e d her vor, cli z \'eit Hülft d' · 
"\ erkes nach o Inn•? r Unt rbrechun•„ in um bh'in i r Form 
h rau zug ben. .1. „ ach v r ·chi den n •1-. tun~ n uncl u in nd •r-
etzun..,.en wurd ·chli lieh zwbchen tl r \' rl. lrnndlun , uml 
.dem Unterzeichnet n d r Y rtrn dnhin b chlo d r 
zweite Band al lb tiindi" Werk unt r d 111 Tit l , nwcn-
clung n der 0 Taphi chen ·tatik • erscheinen und au nlem in fün 
z itlich getrennte Teil z tfä.11 n Ute, von w 1 h n j u r fUr 
sich ein abrrenmd t cf'" nze bildet. t' Eint ilung n pr h nd, 
welche cbon ulm, nn in" h lt n hatt , untl w Ich n eh heut 
mit den Bedürfni en und .Anford l'ung n d r Bnut lmik voll-
kommen im Einklnn"e t ht, trarren tli · fünf T ile tli fo]o n-
d n Ueber chriften: 
l. Die im Inn r n in • lk n wirk ml n K1 :ifte. 
II. D F chw rk. 
III. er Erd lruck und die tUtzmnu rn. 
IV. Der c ntinuirli he B. lk n. 
V. r Bo..,. n. 
War hi rdurch die An nlnun" untl Eint toff>.~ 
der Hnupts eh 
ollt . 
die Absicht, ich in der zi;veiten Auflage des zweiten Bandes 
möglichst eng an die er te Ausgabe anzu chlies en und ganze 
r ummern unverändert mit hinüberzunehmen. Ein Gefühl der 
Pietät hätte den Bearbeiter auf den nämlichen Weg leiten 
können; die Einheitlichkeit der Behandlung dagegen "wäre da-
durch beeinträchtigt worden; und namentlich liess der Blick auf 
die Fortentwicklung, welche die araphl chen :Methoden durch 
ulmann und Andere seit der er ten Au gabe erfahren haben, 
eine freiere und elb tändigere Bearbeitung ratsamer erscheinen; 
h, b n doch die Be timmung der ela ti chen Formänderungen 
und im Anschlu daran die Behandlung weise des continuir-
lich n Balken und de Bogen eine derartige Umgestaltung 
erfahren , da die früheren Berechnung arten fast gänzlich als 
veraltet bezeichnet werden ' mü en. 
Da.b i hat auch die von ulmann gewählte Bezeichnung 
mathematisch-t chni eher Grös en zum Teil der von deutschen 
T chnikern v reinbarten weichen mü en. oweit e ich hierbei 
nur um den Ersatz gewi r Buch taben durch andere aus dem-
s lben Alphab t handelte ae chah der Uebergang ohne Be-
denken; ungerne dagegen wurde die von ulmann eingeführte 
str nge cheidung verschiedener Alphabete prei gegeben, be-
sond rs da nach der Ansicht de Unterzeichneten dieses, von 
d r Mehrheit be chlos ene Fallenla en einer schönen Regel bei 
inigem guten Willen hätte vermieden werden können. Indessen 
schien e nicht rat am, in einer o untergeordneten Sache bloss 
inem Grund atze zu lieb den onservativen zu spielen. 
Bekanntlich hat ulmann al er den ersten Band seines 
v erkes zum zweiten Male b arbeitete , den geometrischen Ab-
leitungen d r statischen Beziehungen auch rechnerische, auf den 
Methoden der neueren analyti chen Geometrie beruhende Ent-
wicklungen beigefügt; und e ist wohl nicht daran zu zweifeln, 
dass er di Ab icht hegte, n,uch im zweiten Bande neben den 
Nraphisch n Lö ung n der bau tati chen Aufgaben die rechnerisch-
analytischen nebenher laufen zu la en. o interessant und 
wissenschaftlich schön indessen dieser Parallelismus sein mag, 
o hatte der Unterzeichnete doch von jeher den Eindruck, dass 
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sich die Verfolgung die e Zwecke nicht für ein Werk eigne, 
welche die Ueber chrift "araphische tatik trägt. Tu ist daher 
in der vorlie .... enden Bearbeitung de zweiten BMde von der 
Durchführung dieses Gedankens , die Uberdie die Kriift eines 
Einzelnen leicht überstiegen hätte, Ab tand genommen \Vorden. 
Diese und andere Aenderungen , welche man bei ein m 
Vergleich mit früheren Au gaben de Werke rkennen wird, 
möge man dem B arbeiter zu gute halten. ie b treffen di 
Au en eite des Baue . An dem inneren "\ 'e en und an dem 
Fundamente, welche· Culmann einer chöpfun .... verli hen h t, 
i ·t festgehalten worden. E konnte die um o eher ge-
schehen, al trotz der vielen Hände, welche ich an dem weit ren 
Ausbau der graphischen "tntik beteiligt haben, die !!Ttlndleaen-
den Ideen uml :Methoden Culmanns noch immer grö tent ils un-
übertroffen d. tehen. 
o i t in der .i: T eubearbeitung an dem rundg danken de · 
ilpoly .... on und eine efährten, d Kriiftepolygons, d m 
eigentlichen Htinclwerkszeu de zeichnenden t tiker , auch da 
festgehalten worden, wo der Be .... riff der Fraft voll tü.ndig f hlt 
und die Con truction zum blo · ·en foltiplication p lron her b-
sinkt. Denn mag auch der Ein .... eweiht d Entbehrliche d r 
unterge chob nen Auffa ung für die b tr ffenden Fiill einseh n 
und die oft feinen Unter chi de zwi eh n "raphi eher 'tatik und 
graphi ehern Rechnen erkennen , o i t doch für d n An-
fänger, für den chüler vorteilhafter, die Eir. n ll ft n di · r 
• Con tructionen zuer ·t an dem eigentlich n rriift - und il-
polygone grlindlich kennen zu 1 rnen, um ie ·piit 1· einf eh uf 
jene, den Kraftbegriff entbehrenden Linien bild Ub rtr gen zu 
können. 
Auch die Trägheit ellip ·e 1 die Dar 
und Centrifugalmomente ebener Punktsy t me i t, nicht nur in 
der Fe tigkeit l hre , omlern nam ntlicb uch in ihrer Anw n-
dung auf die Untet uchung und B ·timmung 1 ti.. h r orm-
iinderun en beibeh lten word n. ~ eiche ' it h nden Di n t 
sie gerade auf letzterem Gebiete als El ticin ellip l i t t, 
wird Jedem einleuchten, der die b tr ffend n Ab· hnitt ohn 
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Voreingenommenheit durchlie t. Keine andere Kurve stellt die 
Momente zweiter Ordnung für beliebige Axen der Ebene in so 
einfacher Weise dar; keine andere lä st sich in so schlichter, 
ungezwungener Art aus dem Grundbegriff des Centrifugal-
momentes herleiten*) , und diese so fruclltbare Kurve durch 
andere geometrische Figuren , beispielsweise durch zwei Kreise 
ersetzen zu wollen, mus , wenig tens vom Standpunkt der gra-
phischen Statik aus, als ein verfehlte Bestreben bezeichnet werden. 
eit einiger Zeit wird von manchen Seiten aus das Gesetz 
der virtuellen Verschiebungen als Grundlage und Ausgangs-
punkt der aanzen Statik samt den elastischen Formänderungen 
betrachtet und verwertet, und die Frage lag nahe, in wie weit 
dieser Weg im vorliegenden Werke betreten werden sollte. Es 
hat etwas Bestechendes und erlockencles , das grosse weite 
Reich der baustatischen Aufgaben auf einem einzelnen Grund-
gedanken aufzubauen, und es lä st sich nicht verkennen, dass 
manche Fragen aus dem Gebiete der statisch unbestimmten Con-
stru tionen sich mit Hülfe dieses Gesetzes in überraschend ein-
facher "\Veise in Angriff nehmen lassen. Im Grunde genommen 
werden indessen hierbei nur neue Angriffspunkte zur Bewältigung 
dieser Aufgaben gewonnen, während die Durchführung derselben, 
die Lö ung im engeren Sinne nach wie vor den nämlichen 
""chwierigkeiten, den elben rechneri chen oder zeichnerischen 
Arbeiten unterworfen bleibt. Es kann auch kaum anders sein; 
denn bei Lichte besehen heften ich die verschiedenen Wege 
doch alle an den gleichen Punkten, das heisst an einigen Grund-
b griffen der Mathematik und der Mechanik an und müssen 
sich daher, da sie auch die nämlichen Ziele verfolgen., früher 
oder später wieder vereinigen. 
Wo es pa send schien und zur Vereinfachung des Gedanken-
ganges diente, ist das obgenannte Gesetz auch im vorliegenden 
Werke zu Rat~ gezogen worden : in der Regel sind dagegen die 
früheren Anschauungen und Auffassungsweisen, die überdies der 
graphi chen Behandlung meist be ser entsprechen , beibehalten 
worden. Uebrigens will es mir scheinen, dass man auch in der 
*) Vgl. hierüber die Schweiz. Bauzeitung vom 12. )lai 1888. 
Ylll 
reclmenuen • 'tatik mit der Verw ndung de genannt n Princip · 
bi weilen zu weit geht; da selbe durchaeheml zum 
punkte aller und jeder tati chen Entwicklung zu n hmen, mn"' 
zwar consequent ein, ist aber gewi ebenso ein eitia al wenn 
ein leidenschaftlicher Graphostatiker bei jeder , auch der ein-
fachsten Balkenber chnung zu Zirkel und Lin al greift. 
Aehnliches lie e sich von der Yerwendun 00 kin mati eher 
Beariffe und Anschauungen, sowie von der Einführung der Ein-
flusslinien in die graphi ·ehe tatik agen. .Man chmälert die 
Bedeutung dieser in neuerer Zeit beliebt g wordenen Hülf -
mittel keines weg , wenn man sie, an tatt ie an di 'pitze zu 
stellen, nur da, wo sie "erade handlich ind, zu Rate zieht, 
selbst wenn ihre Vorteile hierbei auf r o ten d r Allgemeinheit 
erkauft werden mü ' ·en. 
Es i t wohl überfli\ ig zu bemerken, da 
\V erke von den :Methoden tmd Lehr ätzen d 
im vorliegenden 
r Geom trie der 
La"'c in au giebigem Ma e Gebrauch gemacht wird. unb kümmert 
darum, dass die em Zweige der reinen :Mathematik von manchen 
eiten eine deutliche Abnei"'ung entaeaengetra"en wird. und da 
derselbe an den mei ten techni chen Lehran talt n (von mver-
sitäten nicht zu reden) noch immer da ti fkind bild t d . 
der Analysis gegenüber zurückketen mu . Erw i. t ich da. 
Studium der projectivi chen Geometrie (wie da jenige der dar-
stellenden Geometrie) für den Techniker der in seinem Leben 
fortwährend mit mathematischen Gebilden und Formen zu thun 
hat, schon an und für sich als eine nützliche chuluna de 
Geistes, - für die graphi ehe tatik bildet di G ometrie der 
Lage e~st recht die naturgemä este Y orstufe und Hülf wi n-
schaft; und wenn mau es erfahren hat, "ie Einern bei der geo-
metrisch- zeichneri chen Behandlung der tatik fa t auf chritt 
und Tritt projectfri ehe und involutorische Reihen und BU chel 
entgegentreten, so beareift man e schwer, da · noch imm r 
Lehrbücher über graphische Statik gibt, welche die Begriff 
entbehrlich zu machen versuchen. '\Vohl i t e wahr, da die 
Analysis zur Zeit überall al Ersatz für die reine eometrie 
eintreten kann, sowie auch, da s andrer eit die grnphi ehe tatik 
sich mancherorts der Rechnung nicht ganz entschlagen kann. 
Deshn.1b aber die w1mdervollen chöpfu11gen Poncelets ab über-
flüssig hinzustell n und auf mwegen dasjenige zu suchen, was 
man bei ernstem Willen viel einfacher und natürlicher auf 
dem geraden vVege erreichen könnte, das erinnert an die Zug-
vögel, die an den alt gewohnten Wanderlinien festhalten und die 
neueren, vorteilhafteren Verkel1rswege unberücksichtigt lassen. 
U eber den vorliegenden er ten Teil der • .Anwendungen" ist 
im Besonderen wenig mehr hinzuzufügen. 'Venn es in der Statik 
e i 11 Gebiet gibt, auf welchem ich die graphi chen Methoden 
nicht in ihrem vollen prakti chen Werte zeigen, so ist es die 
1rheorie der im Inneren eines Balken · wirkentlen Kräfte. Wollte 
man sich damit begnügen , nur dasjenige niederzuschreiben, 
was sich brauchen liisst uml den niich ·tliegenden Bedürfnissen 
entspricht, so wiire dieser er te 'l'eil bedeutend magerer ausge-
fallen. Auch in di r Hin icht hat der Bearbeiter ich bestrebt, 
<l m Vorgtinge ~eiues 1Ieisters treu zu bl iben un<l mit Hülfe 
on Zirkel und Zeichenstift au h Fragen zu beleuchten, die abseits 
t!es br itgetretenen Weges liegen und vielleicht erst später ihre 
,prakti ··ehe Bedeutung erlangen. 
Dn · erste Kapitel enthült die intere santen Entwicklungen 
über innere pannungen, welch Culmann chon in der zweiten 
Auflage des ersten Ba.n<les unter der Ueberschrift .Elemente 
der Elasticitätstheorie" veröffentlicht hat. Diese Entwicklungen 
·chienen mir als Au 'gang.cpuukt und Grundlage der Theorie 
der inneren Kräfte bes er hierher zu pa sen und stehen mit dem 
Inhalt der übrigen Kapitel in o enger Verwandtschaft, dass ein 
blo r Hinwei · auf jene Quelle kn.um zuläs ig war. 
Im zweiten rapitel wir<l im \ esentlichen nichts Anderes 
gebot n, als wa ma.n O'ewöhnlich Festigkeitslehre nennt; doch 
ind da.b i gewi se eiten die er Lehre etwa schärfer behandelt 
und einige schätzbare geometri ·ehe Beziehungen mit eingeflochten 
word n. Da s in diesem Kapitel die .graphLche" :Methode vor 
der H chnung . in den Hintergrund treten mus -te, findet seine 
' 
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naheliegende Erkfämng in dem Um&tande, da s die alltü.,.lichsten 
Festigkeit&berechnungen ihrer Einfachheit wegen tets mittel t 
Formeln ausgeführt werden. 
Aehnliches gilt zum Teil von dem folgenden dritten Kapitel; 
den Hauptraum desselben nimmt jedoch die zeichneri ehe Be-
stimmung der Maximalspannungen und der pannungstrajec-
torien ein, ein Feld, auf welchem die Rechnung nur schwer 
manövriren kann. 
In das vierte Kapitel sind endlich diejenigen Betrachtungen 
aufgenommen, welche sich auf die elastischen Formänd rungen 
unserer Balken und Träcter beziehen. Der cbwerpunkt die e 
Ab chnittes liegt in der Ableitung der Elasticität ellip e, und 
wenn auch die weittragende Bedeutung dieser Kurre erst in den 
zwei letzten Teilen dieses Werkes recht zu Tage tritt, o chi n 
es mir doch notwendig, ihr schon hier eingehende Aufmerk am-
keit zu schenken und dadurch auf spätere Entwicklungen hin-
zuleiten. 
Für die beigefügten sechs Tafeln ist wie für den Text, 
das frühere Format beibehalten worden, ob.,.leich ein etwa 
grös erer Raum oft willkommen gewesen wäre. \V enn die 
Zeichnungen trotz der hierdurch bedingten Kleinheit und Ge-
drängtheit noch deutlich geworden sind, so ist dies haupt il.cl1lich 
der vorzüglichen Ausführung zuzuschreiben , welche die Tafeln 
in der lithographi chen An talt von \\urster, Randegger · Cie. 
erhalten haben. Im Uebrigen gilt auch hier die Bemerkung, 
welche Culmann schon früher den Tafeln mit auf den Weg gab: 
Man betrachte sie als Vorlarren, die zeigen sollen, ";e etwa in 
doppeltem Mass tabe construirt werden kann. -
Der zweite Teil dieser "Anwendungen" wird vorau ichtlich 
noch vor Ablauf dieses Jahres druckbereit sein. 
Z ü r i c h, im Mai 1888. 
W. Ritter. 
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Erstes Kapitel. 
Spezifische Spannungen. 
1. Spannungen im Allgemeinen. 
Wenn ein fester Körper YOn äu seren Kräften in Anspnrch 
genommen wird, so entstehen im Innern des Körpers Spannungen, 
welche bestrebt sind, die Moleküle desselben voneinander zn reissen 
oder iiber eirn:mder wegzuschieben. Der Widerstand, den das l\Ia-
terial diesem Bestreben entgegen tellt, heisst seine Festigkeit. 
Wird dieser Widerstand überwunden, o tritt eine Trennung der 
Moleküle, ein Ris. oder Bruch ein. 
'chon bernr diese Trennung eintritt, ja schon bei der geringsten 
Inan ·prnchnahme dnrch innere Spannungen erleitlen die l\Ioleküle 
Aenderungen in ihrer gegenseitigen tellung oder Lagerung, und 
der Körper, als Ganzes betrachtet, erfährt eine Aendcnmg seiner 
:Form. Entfernt man die Ursachen, welche diese Lageiindenmgen 
herrorgernfen haben, so kehren die 1\Toleküle ganz oder teilweise 
wieder in ihre ursprüngliche Stellung zurück. Diese Eigenschaft 
tles Materials nennt man seine Elast i c i t ä t. Bei den meisten 
unserer Baumaterialien findet sich eine Grenze Yo1, innerhalb welcher 
die Moleküle nach jeder Beansprnchnng ihre frühere Lagerung 
wieder annehmen; bewirken jedoch die äusseren Kräfte eine Ver-
schiebung über diese Grenze hinaus, so 1erschwindet diese Ver-
schiebung nur teilweise, es bleibt eine Aendenmg in cler gegen-
seitigen Stellung der Moleküle und damit anch eine Aendernng der 
Körperform bestehen. Die Erfahrung zeigt, dass die Lage-
änderungen der l\Iolekille innerhalb der genannten 
«Elasticitätsgrenze» den auftretenden Spannungen 
annähernd proportional sind. 
Da in der Bautechnik das :Material nur au nahmsweise über 
clie Elasticitiitsgrenze hinaus in Anspruch genommen wil:d, so machen 
wir in der Folge (namentlich im vierten Kapitel), wo nicht aus-
drücklich das Gegenteil bemerkt wird, stets die Yoraussetinng, 
1 
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dass sich die Spannungen und somit auch die 'crscbicbungen und 
Formänderungen innerhalb dieser Grenze bewegen. 
Sind die Spannungsverhältnisse eines Körpers bekannt, so lässt 
sich für jede kleine, im Innern des Körpers gedachte Schnittfläche 
eine bestimmte Kraft angeben, welche bestrebt ist, die zu beiden 
Seiten dieser Fläche gelegenen Körperteileheu auseinander zu reissen, 
gegen einander zu pressen oder über einander wegzuschieben. Diese 
Kraft wird mit der kleinen Fläche einen bestimmten Winkel eiu-
schliessen und lässt sich stets in eine normale und eine parallele oder 
transrersale Seitenkraft zerlegen. Die normale eitenkraft wird 
Zug- oder Druckkraft genannt, je nachdem sie die beiden 
Körperteile auseinander zu ziehen oder gegen einander zn drücken 
bestrebt ist; die transversale Seitenkraft heisst Sc h u b - oder 
Scherkraft, weil sie ein Uebereinanderschieben oder Abscheren 
der Körperteilchen anstrebt. Betrachtet man speziell den einen der 
anliegenden Körperteile, so nimmt die diesen '!'eil beanspruchend' 
Kraft einen bestimmten Richtungssinn an; fasst man den andern 
Teil ins Auge, so erhält die Kraft den entgegengesetzten Sinn. 
Ist die Schnittfüi.che unendlich klein, so lässt sich stets an-
nehmen, die auf clieselbe einwirkenden Kräfte eien gleichförmig 
verteilt und deren Mittelkra~ gehe durch den Schwerpunkt der 
lfhi.che. Für die Berechnung und Vergleichung der inneren pan-
nungen ist es a.m vorteilhaftesten, die auf ein kleines Flächen-
element wirkende Kraft durch den Inhalt dieser Fläche zu dividiren; 
den Quotienten , das heisst d i e au f die F l ä c h e n e i n h e i t b e -
zogen e innere Kraft nennt ma"n die spezifische Spannung. 
Durch irgend einen Punkt im Innern eines Körpers las en ich 
nun in unendlich vielen Richtungen Schnittflächen legen, und für 
jede derselben wird sich eine spezifische Spannung von bestimmter 
Grösse und Richtung ergeben. Die Veränderlichkeit dieser Span-
nungen und ihre Beziehungen zu den Schnittrichtungen zu unter-
suchen, ist die Hauptaufgabe des vorliegenden Kapitels. Im All-
gemeinen wird man dabei räumliche Verhältnisse und Gebilde in · 
Auge fassen müssen. Häufig lässt sich jedoch die Untersuchung 
in der Ebene durchführen. Dies ist der Fall, wenn sich (wie bei 
stabförmigen, auf Zug, Druck oder Biegung beanspruchten Körpern) 
Schnittflächen angeben lassen, auf welche keinerlei Spannungen ein-
wirken. Auch wenn sich (wie bei den mei ten Aufgaben der Erd-
drucktheorie) parallele Schnittflächen führen la en, die au scblies:;-
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lieh von normalen und '\"On Fläche zu Fläche sich gleich bleibenden 
Spannungen beeinflusst werden, kann die Untersuchung auf die 
Ebene beschränkt werden. 
Im Nachfolgenden soll nun zunächst dieser einfachere Fall und 
erst hernach der allgemeinere behandelt werden. Wir fassen dabei 
Körperelemente ins Auge, welche die Gestalt eines Prismas von der 
Höhe Eins besitzen. Alle Zusammensetzungen von Kräften werden 
jetzt in der Qnerschnittsebene des Prismas ausgeführt und die spezi-
fischen Spannungen beziehen sich kurzweg auf die in dieser Ebene 
vorhandenen Linien. 
2. Spannungen in der Ebene. 
Bildet man (Fig. 1) ein Elementardreieck YOn den Seiten a, 
b und c, auf welche die Spannungen A, B und C wirken, so lässt 
Fig. 1. 
sich im Allgemeinen die Richtm~g 
einer der drei Kräfte finden, sobald 
die Richtungen der beiden andern . 
bekani1t sind. Denn kennt man zum 
Bei piel die Richtungen von A und B 
und zieht man durch die Mitten der 
Seiten a und /; die Richtungslinien 
dieser Kräfte, so geht die Ri htung 
der Kraft C, welche mit A und B 
notwendig im Gleichgewicht sein 
mu s, durch den Schnittpunkt der Kräfte A nnd B und durch die 
Mitte von c. Dadun:h ist zugleich auch das Yerhältnis -der drei 
Kräfte gegeben; sie verhalten sich wie die Seiten des in der Figur 1 
rechts gezeichneten Kräftedreieck ' . Sind die Richtungen der drei 
Kräfte bekannt, so kann die Grös e nur eiuer derselben willkürlich 
angenommen werden; ist dies geschehen, so i t dadurch auch die 
Grösse der beiden andern be timmt. 
So einfach auch die Construction der Figur 1 ist, so ist es 
doch für die Am1'endung häufig bequemer. die Abhängigkeit der 
I\räfte A nncl B dadurch an.zudrücken, das man sie in ihren 
Angriffspunkten nach den Richtungen a und b in je zwei Seiten-
kräfte A1 und A2 , B 1 und B 2 zerlegt. Da nun die Mittelkraft der 
vier Seitenkräfte gleich und entgegengesetzt C ist, die I\ räfte A 1 
p 
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und B1 aber offenbar durch die Mitte von c gehen so mu s auch 
die Mittelkraft der zwei Kräfte A2 und B2 durch diesen Punkt 
gehen. Damit dies aber der Fall sei, müssen sie ich zu einander 
verhalten wie die Seiten a untl b; es muss demnach .A 2 = !!b2 ein. 
a 
Da diese Brüche spezifische Spannungen darstellen, so folgt der Satz: 
Zerlegt man an irgend einem Punkte die auf zwei 
verschieden gerichtete Schnitte wirkenden spezifi-
schen S p a.n nun gen p a r a 11 e l z n die e n li ich tu u gen in 
je zwei Seitenkräfte, so sind diejenigen zwei Seiten-
kräfte, welche zu den ihnen zugehörigen, chnitten 
parallel laufen, einander gleich. 
Stehen <t und b aufeinander senkrecht, so stellen .A 1 und B 1• 
A2 und B2 die normalen nnd transversalen Componeuten der pan-
nnngen dar, und man kann daher sagen: · 
Die in zwei aufeinander senkrechten 'c hnitt n 
wirkenden transversalen Spannungen sind einander 
gleich. 
Wircl in der Figur 1 die Kraft .A.2 gleich null, so Yer chwindet 
hiernach auch die Seitenkraft B2• Daraus folgt, dass wenn die 
Spannung A parallel zu b gerichtet ist, auch die Spannung B 
parallel zu a laufen muss ; oder : 
Ist die Kraft A bekannt, welche auf den Schnitt" 
wirkt, so läuft die Kraft B, welche auf einen zn A 
parallelen Schnitt wirkt, mit ci parallel. 
3. Die Involution der conjugirten chnittrichtungen. 
Nach dem Schlusssatz der vorigen Nummer lä. t ich zu jeder 
Schnittrichtung eine zweite finden , die der er teren derart zuge-
wiesen ist! dass die Spannung des ersten Schnittes zur Richtung de 
zweiten und die Spannung des zweiten Schnittes zur Richtung de 
ersten parallel läuft. Es lässt sich nun leicht zeigen, dass alle auf 
diese Weise conjugirten Schnittrichtungen im Sinne der projecfüi chen 
Geometrie einen involutorischen Strahlenbüschel bilden. 
Verändert man nämlich in dem Elementardreieck der Figur 1 
die Richtung der Seite c und hält hierbei die Länge der eite a 
fest, so dass sich die Seite c um ihren rechtsseitigen Endpunkt 
„ 
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dreht, so bleibt auch die Kraft A im Kräftepolygon constant und 
die Kraft C dreht sich um ihren unteren Endpunkt. Da aber die 
Kraft B der ~änge b proportional bleibt, so beschreiben hierbei die 
Endpnnkte von b und B ähnliche Punktreiben, nnd da die Linien 
c und C diese Reihen aus festen Punkten projiciren, so sind die 
beiden Strahlenbüschel zueinander p,rojectivisch. Nach dem oben 
bewiesenen Satze lassen sieb aber je zwei zusammengehörende Rich-
tungen vertauschen; tlie beiden Büschel sind daher in volutorisch. 
Geht man von zwei conjngirten Schnittrichtungen aus, das 
heisst, setzt man voraus, dass (Fig. 1) A zu b und B zu a parallel 
sei, und betrachtet man die Richtungen von a und b als Coordi-
natenaxen, so i t das Coordinatenverhältnis der Schnittrichtung c 
g1eich ~ , dasjenige der Spannungsrichtung dagegen gleich - ! . 
Bezeichnet man noch die spezifischen Spannungen .A und Bb mit 
a 
Q" mlll Q1„ so geht letzterer ·wert in - Q1i • b über, und wenn 
()a • a 
man nun diP. beiden Verhältnisse miteinander multiplicirt, so erhält 
() b 
man den con:;tanten vVert - .::.__ · 
(/a 
Diese lnvolutionsconstante setzt uns in den Stand, noch ver-
schietlene weitere Beziehungen abzuleiten. 
Fig. 2. 
Trägt man (Fig. 2) von 0 
aus in Richtung und Grösse die 
spezifiscl1e Spannung Q a = OD 
auf und fügt an diese in der 
Richtung von ci nach rechts Qb, 
nach links Qa an, so stellen die 
Strahlen 0 E und 0 F zwei 
conjugirte Schnittrichtungen 
dar; denn das Coordinaten-
verhältnis des ersteren ist 
l . h Qb d . . d g e1c - -, asJemge es 
Qa 
letzteren gleich+ 1, das Pro-
dukt beider somit gleich dem 
gegebenen Werte. Die Punkte E und F liegen nun involutorisch 
und der Punkt D ist, da er dem unendlich fernen Punkte ent-
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spricht, der :Mittelpunkt <ler Involution. Zeichnet man über E F 
einen Halbkreis und errichtet in D das Lot D J, so schneiden 
die Schenkel jedes rechten Winkels aus J auf der Geraden E F 
zwei Punkte ab, die mit 0 verbunden zwei conjugil'te Strahlen 
liefern. 
Ein durch J und 0 gelegter Kreis mit dem J\Iittelpunkte auf 
E F bestimmt ferner. das in der Figur strichpunktil'te Rechtwinkel-
paar 0 R, 0 R' der Involution. Schnitte in der Richtung dieser 
Strahlen erfahren nur normale (keine transversalen) Spannungen. 
Da jeder involutorische Büschel ein solches rechtwinkliges Strahlen-
paar besitzt, so folgt, das s e s s t e t s z w e i au fein a n de r s e n k -
rechte Schnittrichtungen gibt, auf welche nur nor-
male Spannungen einwirken. Hat t.lie Involution jeuoch 
mehr als ein Paar rechtwinkliger Strahlen, so steh1m alle conju-
girten Strahlen aufeinander senkrecht; dann weruen sämrutlichc 
Schnitte nur iu normaler Richtung beansprucht, ein Fall, der in 
der Hydrostatik stets vorkommt. 
In der Figur 2 haben wir angenommen, die beiden 'pannungen 
Q,, und r}b haben gleiches Zeichen, das hei st, sie wirken beide auf 
Druck oder beide auf Zug. Haben sie dagegen ungleiches Zeichen, 
so entsteht die Figur 3. Auch hier ist 0 D gleich Q a; von D ans 
sind aber beide Spannungen nach links hin aufgetragen. In diesem 
Falle hat die Involution Doppelstrahlen. Zeichnet man wieder über 
Fig. 3. 
... ·" 
E Feinen Halbkreis legt von 
D aus die Tangente daran 
uncl schlägt deren Länge nach 
D G und D H herum, so 
sind 0 G und 0 JI <lie Doppel-
strahlen. Sind diese bekannt, 
so lassen sich leicht weitere 
Strahlenpaare finden; denn da 
/\ jedes Paar durch die Doppel-
strahlen harmonisch getrennt 
wird, so werden auf einer 
durch G gelegten Paralle-
len zu 0 H durch je zwei 
conjugirte Strahlen gleiche 
Strecken abgeschnitten. Beschreibt man aus G mit dem Radius GO 
einen Halbkreis, so erhält man die stricbpuuktirten Axenrichtungen, 
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welche wiedernm diejenigen Schnitte angeben, welche nur in nor-
maler Richtung beansprucht werden. 
Aus diesen Betrachtungen folgt, dass die Involution der Schnitt-
richtungen elliptisch oder hyperbolisch ist, je nachdem die auf zwei 
conjugirte Richtungen wirkenden Spannungen gleiches oder un-
gleiches Zeichen haben. Daraus ergibt sich ferner, dass im ersten 
Falle die Spannung für alle Schnitte dasselbe Zeichen behält, das 
heisst entweder eine Druck- oder eine Zugspannung ist. Im zweiten 
Falle dagegen ist die Spannung für zwei durch einen Doppelstrahl 
getrennte Schnitte entgegengesetzt gerichtet. Für die Doppelstrahlen 
selbst fällt die Spannungsrichtung mit der Schnittrichtung zu-
sammen: das Material wird nur transversal oder scherend in An-
spruch genommen. Fällt die Schnittrichtung dagegen mit einer 
der Axen zusammen, so wirken im Gegenteil auf das Material nur 
normale Spannungen. 
Das bisher Entwickelte fassen wir nochmals kmz zusammen: 
Wenn man von einem festen Punkte aus die auf 
jeden Schnitt wirkende Spannung aufträgt, so bilden 
diese Spannungen mit den Schnitten einen involu-
t o r i s c h e n B ü s c h e 1 c o n j u g i rt e r R i c h t n n g e n. 
Hat diese Involution keine Doppelstrahlen, so 
wird das Material in allen Schnitten iu gleichem 
. inne angegriffen. Auf Schnitte, welche in der B.ich-
tung <ler Axen laufen, wirken nur normale und keine 
scherenden Kräfte. Schnitte, welche nur scherentl 
i 11 A n s p r u c h g e n o m m e 11 w e r de n , g i b t es k e i n e. 
Hat die Involution Doppelstrahlen so wirken auf 
S c h n i t t e i n d e r R i c h t u n g d i e s e r S t ra h 1 e n n UT s c h e -
rende Spannungen. Die Doppelstrahlen trennen die 
Schnitte, in welchen das Material auf Druck, von 
denjenigen, in welchen es auf Zug in Anspruch ge-
nommen wird. Die Strahlen, welche den von den 
Doppelstrahlen gebildeten Winkel halbiren, sind 
die A x e n der I 11 v o l n t i o n. Die Sc b n i t t e längs diesen 
Axen werden nur normal in Anspruch genommen, 
und zwar der eine auf Zug, der andere auf Druck. 
Man erkennt ferner leicht, da s der Winkel zwischen zwei con-
jngirten Richtungen im ersteren Falle für diejenigen Strahlen am 
kleinsten wird, welche mit den Axen gleiche Winkel einschliessen. 
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Wir nennen Jiese Strahlen die «symmetrischen> Strahlen der In-
volution. Handelt es sich um ein Material ohne innere Festigkeit, 
welches jedoch der Verschiebung seiner Teilchen Reibungswider-
stände entgegensetzt (lockere Erde), so wird ein ebereinandergleiten 
der Teilchen am ehesten längs den symmetrischen Strahlen stattfin-
den; wird der Reibungswinkel mit <p bezeichnet, so tritt ein Gleiten ein, 
sobald diese Strahlen den Winkel 90 - rp miteinander einschlie~sen. 
4. Die pannungsellip e. 
Bis dahin haben wir hauptsächlich die Richtung der auf rer-
schiedene Schnitte wirkenden Spannungen untersucht· wir wollen 
jetzt auch deren Grösse ins Auge fassen. Zu diesem iwecke ist es 
am einfachsten, von zwei conjugirten Richtungen auszugehen. 
Es seien, Figur 4, 0 K und 0 J.11 zwei im Sinne der vorigen 
Nummer zu einander conjugirte Richtungen für Jen Punkt 0, nnd 
Fig. 4. 
i\1' 
i 
' 
K ' \.--+----,,:<;1'"-';;-:-+~-+---+-0---__.o-
\ 
Qu und Qb die zugehörigen 
spezifischen Spannungen. 
Schneidet man dann unter 
Annahme einer beliebigen 
dritten Richtung ein drei-
eckiges, in der Figur 
schraffirtes Element ber-
aus, dessen Seiten gleich 
a, b und 1· ein mögen, 
und nennt die auf c wir-
kende spezifische pan-
nung Qc, so steht die Kraft 
C = Q,. c mit den Kräften 
A = Qa. a und B = Qb • b 
im Gleichgewicht. 
Wir ziehen nun parallel 
zu c eine Gerade J( L ..11 
derart, dass, in irgend einem Massstabe auf getragen K L = Q" 
und L ßl = Qb, also KM= Q„ + Qb ist. Hierauf machen wir 0 ]{' 
= 0 .i.lI und 0 Jl' = 0 K, so dass ](' L' Jl' ebenfalls die Summe der 
beiden bekannten Spannungen darstellt. Dann i t 0 L' in Richtung 
und Grösse gleich der auf c wirkenden spezifischen Spannung f!r • 
- 9 -
Zieht man nämlich L' N parallel zu 0 K, so >erhält sich 
0 N : K' L' = 0 J.11.' : K' Jll' 
oder, da K' L' = Qa und das Dreieck 0 K' ~11· dem Dreieck 0 KM 
congruent, somit dem Elem1mtardreieck ähnlich ist, 
ON : Qa = et: c 
ON= Q".a = ~. 
(' (' 
Ebenso verhält sich 
L' N : L' 1lf' - 0 K' : K' Jf' 
woraus folgt 
L' X = Qb • b = B. 
c c 
Die beiden Strecken 0 N und NL' verha1ten sich daher zueinander 
wie die Kräfte A und B, und wenn man 0 mit L' rerbindet, so 
erhält man in 0 NL' ein Dreieck, da dem Kräftedreieck ABC 
ähnlich ist. Daraus folgt sofort, dass 
OL' = C = Qc 
. c 
ist. 
In der Figur 4 ist vorausgesetzt, das die Kräfte ..d. und B 
die ihnen entsprechenden Schnitte in gleichem Sinne beanspruchen. 
Dasselbe Ergebnis erhält man auch in dem Falle, in ''"elcbem die 
Fig. 5. beiden conjugirten Schnittrichtungen in ver-
schiedenem Sinne in Anspruch genommen sind; 
man hat dann nur das Zeichen der in ver-
ändertem Sinne wirkenden Spannung zu ändern 
und demgemäss zu construiren. 
Der Figur 5 ist dieser Fall zu ·Grunde 
gelegt worden . Da sämtliche Buchstaben die-
selbe Bedeutung wie in der Figur 4 besitzen, 
so gelten obige Gleichungen ohne Weiteres 
auch hier. Es stellt also wiederum 0 L' die 
auf c wirkende spezifische Spannung dar. 
Lässt man nun in den beiden Figuren die 
Schnittrichtung c sich ändern, so bewegt sich 
die Gerade K' L' Jf' derart, dass der Abschnitt 
K' 111' constant (in dem einen Falle gleich 
f!a + Qb, in dem andern gleich (>a - (>b) bleibt; wenn aber eine 
Gerade sich so bewegt, dass zwei ihrer Punkte auf festen Linien 
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gleiten, so beschreibt bekanntlich jeder andere Punkt der Geraden 
eine E 11 i p s e. Wir gelangen also zu dem Satze: 
Trägt man von einem Punkte aus in Richtung 
und Grösse die spezifischen Spannungen auf, welche 
auf die verschiedenen Schnittrichtungen wirken, so 
liegen die Endpunkte aller dieser Spannungen auf 
einer Ellipse, der sogenannten «Spannungsellipse>. 
Zieht man (Fig. 4) durch L' Parallelen zu 0 K und 0 JI und 
durch 0 eine Parallele zu K' J[', welche die ersteren in K" bezw . 
.Jli" schneidet, so ist offenbar 0 K" = K' I./ = Qa und 0 JJ" = 
L' Jf' = Qb· Legt man sodann durch K'' L' Jl" einen Kreis, so 
wird dieser bei · einer Drehung der Schnittrichtung c zwar seine Lage 
verändern , dabei aber denselben Durchmesser behalten , weil die 
Strecke ]{" J.f" und der Winkel ](" L' .i.ll" unverändert bleiben. 
Betrachtet man nun die Strecke 0 L' als Radius vector dieses Kreises, 
so ist es klar, dass dieselbe ihren grössten und kleinsten Wert 
dann erhält, wenn sie mit dem Durchmes ·er des Kreises znsammen-
fä.llt . Ist PQ dieser Durchmesser, so ist somit 0 P gleich cler 
grossen und 0 Q gleich der kleinen Halbaxe der pannungsellipse. 
A.uch die Richtungen dieser A.xen lassen sich leicht angeben. 
Während sich nämlich die Richtung des Schnittes c ändert, dreht 
sich der Kreis um den Punkt 0, und zwar stets in entgegengesetzter 
Richtung wie c. Da hierbei die Punkte ](·1 , Jl", P und Q ihre 
gegenseitige Stellung nicht lindern und K" L' stets parallel zu 0 K 
läuft, so fällt L' mit P, das heisst der Strahl 0 L' mit del· Rich-
tung der grossen .he zusammen, wenn sich der Kreis um den 
Winkel P K" L' nach rechts gedreht hat· da aber dieser Winkel 
gleich dem Winkel PQ L 1 ist, so gibt L' Q die Richtung der grossen, 
L' P diejenige der kleinen Axe der Ellipse an. 
Steht die Spannung A senkrecht ztu Schnittrichtung 0 ](, so 
wird das Elementardreieck ein rechtwinkliges, und die Schnittfläche 
0 N wird ebenfalls normal beansprucht. Wenn wir auch jetzt 
wieder die Gerade K' .Jf' auf den Strahlen 0 ]{ und 0 JI gleiten 
lassen, so beschreibt der Pnnkt IJ offenbar eine Ellipse, deren 
Axen sich mit 0 K nnd 0111 decken. Da zugleich die Richtungen 
0 K und 0 .1.ll die Axen der in der rorigen "Nummer besprochenen 
Involution bilden, so folgt: . 
Die Axen der Spannungsellipse fallen mit den 
.A. x e n der In v o 1 u t i o n c o n j u g i r t er Sc h n i t tri c b tun -
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gen z u s am m e n. Sc h n i t t e i n der R ich t u n g de r A x e n 
werden nur von normalen Spannungen beansprucht, 
und zwar wirkt auf den einen dieser Schnitte die 
grösste, auf den andern die kleinste aller Span-
nungen. 
Da die Doppelstrahlen der hyperbolischen Involution mit den 
Axen gleiche Winkel bilden, gleich weit abstehende Durchmesser 
der Ellipse, aber gleich lang sind, so folgt weiter: 
Die in der Richtung der beiden Doppelstrahlen 
wirkenden Transversalspannnngen sind gleich gross. 
Die Spannungsellipse kann man sich im Anschluss an obige 
Betrachtung auch so entstanden denken, dass mau (Fig. 6) die 
Fig. G. Gerade ]{" J.11" um 0 
sich drehen lässt und 
durch K" und 1ll" Pa-
rallelen zu den festen 
Geraden OK und O~lI 
legt; die Punkte l\." 
und JI" beschreillen 
hierbei Kreise rn i t 
~-1--~~~=---+--H~'---~-t-~~~ 
' dem )Iittelpunkt 0 i 
:' und der Schnittpunkt 
/ 
1 J./ der beiden Paral-
1 
I lelen bewegt sich 
/,•' / hierbei nach einem 
.. _____ / _ _,...,,. bekannten geometri-
schen Satze auf einer 
Ellipse. D1ese steht 
mit jedem der beiden 
Kreise in affiner Verwandtschaft; in Bezug auf den grösseru der-
selben bildet 0 .J.lf die Affinität axe unu 0 ]( die Affinitätsrichtung, 
für den kleinem umgekehrt . . 
Daraus folgt weiter, dass die Ellipsenpnnkte, welche von zwei 
senkrecht auf einander stehenden Richtungen der Geraden ](" N" 
herrühren, die Endpunkte conjugirter Durchmesser sind. Dreht 
man nun die Gerade ](" .1. 111 um 90 °, so dreht sieb auch die Schnitt-
richtung um einen rechten Winkel und gelangt in die Lage ](1 .J.ll1 • 
Daraus ergibt sich der Satz: 
Die Kräfte, welche zwei aufeinander senkrecht 
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stehende Schnitte beanspruchen, bilden conjugirte 
Durchmesser der Spannungsellipse. 
Wir haben im Anschluss hieran in den Figuren 2 und 3 die 
Spannungsrichtungen für diejenigen Schnitte constrnirt, welche mit 
den Axeu der Involution Winkel von 45 ° bilden. Die betreffenden 
Richtungen sind gestricht gezogen. Sie bilden nach obigem Satze 
conjugirte Durchmesser der Spannungsellipse und stehen überdie 
von den Ellipsenaxen 0 R und 0 R' gleich weit ab; folglich sind sie 
die Diagonalen des von den Scheiteltangenten der Ellipse gebildeten 
Rechteckes. 
Die beiden Halbmesser der Ellipse verhalten sich nun wie die 
Perpendikel von irgend einem Punkte dieser Diagonalen auf die 
beiden Axen; das Axenverhältnis der Spannungsellipse i t somit 
bestimmt. Fällt mau noch von dem Ellipsen punkte D aus Perpendikel 
auf die beiden Axen, vergrössert das auf V R gefüllte Perpendikel 
im Verhältnis des kleinen Halbmessers zum grossen und verkleinert 
das auf 0 B' gefällte im umgekehrten Verhältnis, so erhält man zwei 
neue Punkte D' und D'', welche (nach einer bekannten Ellipseu-
constrnctiou) von 0 um die Längen der Halömesser abstel1en. · 
Auf diese Weise lä.sst sich, wenn zwei conjugirte Schnitt-
richtungen mit ihren Spannungen bP.kannt sind, nicht nur die In-
volution der Schnittrichtungen, sondern auch die Spannungsellipse 
vollständig bestimmen. -
Die Involution der conjugirten Schnitte ist nicht etwa identi. eh 
mit derjenigen, welche die conjngirten Durcbme.ser der Spannnngs-
ellipse bilden; beide stehen jedoch in naher Beziehung zueina.nder. 
Denn wählt man in den Figuren 2 und 3 das rechtwinklige Strahlen-
paar als feste Axen und nennt die entsprechenden Spannungen 
Q max und Q min, so wird das Produkt der Coordinatenverhältnisse 
odor die «Potenz der fornlution> gleich - Q min. Die Involution 
· Qmnx 
der Ellipsendurchmesser dagegen ergibt, wie man aus dem oben 
besprochenen symmetrischen Durchmesserpaar sofort findet , die 
Potenz - (Q min)~. 
Qmax 
Der Unterschied zwischen den beiden Involutionen hat einige 
Schriftsteller Yeran1asst, auch den involntorischen Schnittrichtung n 
die Bedeutung von conjugirten Durchmessern beizulegen und hienach 
einen zweiten Kegelschnitt, die «Stellungsellipse> zu con trniren. 
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Das Ax:enverhältnis dieser Kurve ergibt sich nach oben einfach 
gleich J/§; es wird imaginär, das heisst, die Stellungsellipse 
Qmax 
geht in eine Hyperbel über, wenn die beiden Hauptspannungen ent-
gegengesetztes Zeichen haben. 
5. .\Jlgemeine Construction der in jeclem Schnitte 
wirkenden Spannung. 
Um die allgemeinen Beziehungen zwischen verschiedenen Schnit-
ten und · den sie beanspruchenden Kräften zu entwickeln, war es 
zweckmässig, von zwei conjugirten Richtungen auszugehen; allein 
in der Hegel sind diese nicht von vornherein gegeben, sondern die 
auf zwei b e 1 i e b i g e Schnitte wirkenden Kräfte. Es soll nun ge-
zeigt werden, wie auch in diesem Falle die auf andere Schnitte 
wirkenden Spannungen constrnirt werden können. Ueberdies müssen 
noch einige neue Beziehungen abgeleitet werden, welche sich ergeben, 
wenn die auf verschiedene Schnitte wirkenden Spannungen jeweilen 
in normale und transrer ·ale Componenten zel'legt werden. 
Wir gehen (Fig. 7) wiedernm von einem Elementardreieck aus, 
dessen Seiten gleich a, b un<l c sind. Die auf die Seiten a und b 
wirkenden spezifischen Spannungen (! 1 und Q2 seien gegeben, die 
Spannung f.! für den Schnitt c sei ge ncht. Den Winkel zwischen 
1t und b nennen wir a. Nun zerlegen wir die Spannung Q1 parallel 
zu den Seiten a und b in zwei Seitenkräfte 6 1 und 'I'1 , ebenso Qz 
in 62 und 1"2 ; dann sind die beiden transversalen Spannungen 'I'1 
und 'I'2 nach früher (Nr. 2) gleich gross. Auch die auf die dritte 
Seite c wirkende Spannung Q werde in zwei Einzelkräfte 6' und ?' 1 
zerlegt, und zwar so, dass "l 1 mit c zusammenfällt und <J' den 
Winkel a damit bildet. 7,weck der Constrnctiou ist nun, für jede 
Richtung des Schnittes c die Werte <J' und "! 1 zu bestimmen. 
Multiplicirt man jede der sechs Einzelkräfte mit der Länge 
der Seite, welche sie beansprucht, so erhält man sechs Kräfte, die 
ich das Gleichgewicht halten müssen. Trägt mau sie (Fig. 8) von 
• l aus in der Reihenfolge 6 2 b, <11 a, -r1 a, 1"2 b, "l 1 c, 6 1 c auf, so 
entsteht das gesc;hlossene Polygon ABC DE F'A . Sind die vier 
ersten Kräfte bekannt, so lassen sich die zwei letzten durch Ziehen 
von Parnllelen leicht flnden. 
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Lässt man nun die Richtung von c sich ändern, während die 
Seiten a und b ihre Richtungen beibehalten, so ändern sich von 
den spezifischen Spannungen nur die Werte <J' und -r'. Am ein-
fächstr.n verfährt man hierbei so, dass man die Länge von a fest-
hält, also die Seite c um ihren rechten Endpunkt sich drehen liisst. 
Von den vier bekannten Kräften ändern dann nur die auf b bezüg-
lichen, 6 2 b und -r2 b ihre Grösse. Um nun für jede Richtung der 
Seite c den Wert -r2 b rasch zu finden , fügt man am besten rechts 
von D die Strecke D 0 = -r1 a an, dann schneidet eine Parallele 
0 E zu c jederzeit die Strecke -r2 b ab, wie sieb ans der Aebnlich-
keit der Dr&iecke D 0 E und ab c und aus dem Umstand. das~ 
-r1 = -r2 ist, sofort erkennen lässt. Aber auch 6 2 b lässt sich leicht 
für lieliebige Längen von b constrniren: mau trägt den constanten 
Wert B G = <52 a unter dem Winkel a zur Horizontalen auf dann 
schneidet die parallel zn o' (das heisst unter dem ·winkel rx zur 
Richtung c) gezogene Gerade GA auf B .A die Kraft 6 2 b ab· denn 
auch das Dreieck AB G i.t dem Elementardreieck ähnlich, und PS 
verhält sich daher AB : B G = b : a. 
Fig. 7. 
.. . "'„···lr 
T'f' /" 
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Da die spezifischen Spannungen 61 <J2 und -r1 von der Richtung 
c unabhängig sind und a überdies constant angenommen wurde. s 
bleiben nun die Punkte G B C D 0 bei veränderlicher Richtung de· 
Schnittes c fest. Lässt man daher die Richtung von c in dem an-
gedeuteten Sinne sich drehen, so beschreibt der Punkt F, da d r 
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Winkel G FO constaut gleich a ist, den über G, Fund 0 gelegten 
Kreis; die Kraft <51 c wird auf einer um G sich drehenden Geraden 
durch diesen Kreis und die Gerade AB abgeschnitten, während die 
Kraft -r' c als Abschnitt zwischen dem Kreis und der Linie DE einer 
um 0 sich drehenden Geraden erscheint. 
Um aber die in der Seite c auftretenden Spannungen <J' und -r' 
mit den gegebenen Spannungen 1ergleichen zu können müssen wir 
sie von dem veränderlichen Factor c befreien unrl mit einer con-
stanten Länge multiplicirt darstellen. Zn diesem Zwecke ziehrn 
wir die Linie F S', welche mit GB parallel läuft, al o mit AB 
ebenfalls den Winkel a einschliesst. sowie die Horizontale F '1'' bis 
zur Yerlängerten Kraft DE; dann stellt, wie aus der Aebnlichkeit 
der Dreiecke herrnrgeht, F ::i' die Kraft <J' a und F T' die Kraft 
-r' a dar. Man kann sich kurz so ausdrücken: Die Kräfte <J' a und 
-r' ci sind die parallel zu <J~ a und 1'1 a gemessenen Coordinaten des 
Kreiseil G F 0 in Bezug auf uie in [; sich schneidenden Axen 
A B und DE. Da die beiden Coordinaten den Winkel a miteiuander 
einschliessen, so stellt zugleich S' T' uie Grösse der l\littelkraft 
beider Kräfte, also die mit u multiplirirte Ge.amLpannung Q der 
Schnittrichtung c dar. 
Diese Gesamtspannung kann man, wie dies in der Figur fl 
angedeutet ist, auch in zwei senkrecht auf einander stehende 
Componenten zerlegen; wir wollen diese neuen Einzelkräfte <J und -r 
nennen. Dann findet man die Kriifte 6 a und -r a ohne weiteres, 
indem man in der Figur 8 die Vertiralen F S und TI T zieht. 
Denn offenbar wird bei dieser Zerlegung <J = 6' . sin ll' und 
-c = -r' - <5' • cos a, und da in der Figur 8 sowohl /f' S' als auch 
'1'' U mit ABU den Winkel a einsrhlies,t. so ,tellt PS die Kraft 
<Ja und FTdieKraft -ra dar; die Gesamtkraft Qa dagegen wird 
sowohl durch die Strecke ST als auch durch die (offenbar gleich 
grosse) Strecke PU angegeben. Da die spezifischen Spannungen 
sich in keiner Weise ändern, wenn man die Seiten des Elementar-
dreieckes proportional Yerkleinert oder vergrössert. so kann man die 
Seite et gleich der Längeneinheit setzen und , agen: 
Die auf den Schnitt c wirkende spezifische Span-
nung ist gleich der Entfernung des auf dem Kreise 
Ji' G 0 g 1 e i t e n d e n P u n k t e s F ' o n U, u u d d i e j e w e i 1 i g e n 
Normal- und Trans\ersalcomponenten derselben sind 
gleich clen Coordinaten des Punktes F in Bezug auf 
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die durch U gelegten rechtwinkligen A.xen; die je-
weilige Schnittrichtung wird erhalten, wenn man F 
m i t d e m f e s t e n K r e i s p u n k t e 0 v e r b i n d e t. 
Der Punkt H, in welchem sich die Linien C 0 und B G schnei-
Jen, liegt, da diese Linien den Winkel a miteinander einscbliessen, 
ebenfalls auf dem Kreise; da nun die Axe UT auf der Sehne HO 
senkrecht steht und diese Sehne zugleich in R halbirt, weil R D 
= 
1/ 2 HC und DO = 1/ 2 CO ist, so geht die Axe UT dmch 
den Mittelpunkt des Kreises. 
Um das Spannungsdreieck F ST in richtiger Lage zu erhalten 
müsste man es so weit nach rechts drehen , bis die Transversal-
spannung F T parallel zur Schnittrichtung wird. Der Drehungs-
winkel ist daher gleich dem Winkel FO C. 
Denkt man sich nun (Fig. 10) den Kreis mit dem Fixpunkte 0 
und die Axen durch U gegeben und lfi.sst den Punkt F auf dem Kreise 
gleiten, so erhält man in FO alle möglichen Schnittrichtungen und 
in F U die Grösse der jeweiligen Spannung. Die Normalcomponente 
der Spannung wird dnrch die Ordinate, die Transversalcomponente 
durch die Abscisse von F hinsichtlich der Axen durch U dar-
Fig. 10. gestellt. Die Rich-
tung der Gesamt-
spannung ergibt sich, 
wenn man S T, die 
Verbindungslinie der 
Coordinatenfus punk-
te von F um den Win-
kel, welchen FO mit 
der Horizontalen bil-
det, nach rechts dreht. 
Die Gesamtspan-
nung erreicht nun 
offenbar ihren grö s-
ten und ihren klein-
sten Wert, wenn F 
in die vorticale Axe 
durch U gelangt. In diesem Falle verschwindet zugleich die Trans-
versalspannung f', das heisst, die Gesamtspannung Q steht auf 
der Schnittrichtung senkrecht. Da FO jeweilen die Richtung des 
Schnittes angibt und die verticale Axe durch U ein Krei durch-
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messer ist, so stehen die Schnitte, welche der Maximal- und der 
Minimalspannung entsprechen, auf einander senkrecht, wie schon in 
der vorigen Nummer entwickelt worden ist. In der Figur 10 geben 
daher die Linien 0 .AI und 0 N die Axenrichtungen und die Strecken 
U .M und UN die Halbmesser der Spannungsellipse an; zugleich 
bilden 0 .111 und 0 N ein Paar conjugirter Schnittrichtungen. 
Ein zweites Paar conjugirter Schnitte findet man, wenn man 
von U aus Tangenten an den Kreis legt und F nach den beiden 
Berührungspunkten P und Q gelangen lässt. Fällt nämlich P mit 
P zusammen, so bildet PO die Schnittrichtung und J P' stellt die 
Gesamtspannung dar; um die Richtung dieser letzteren zn finden, 
bat man J P' um den Winkel 0 PQ nach links zu drehen; da 
aber J P' zu Q U parallel läuft und der Winkel 0 PQ gleich dem-
jenigen ist, den 0 <J mit der Tangente in Q, das i t mit Q U bildet, 
so nimmt J F' nach dieser Drehung die Richtung 0 Q an. Die 
nämliche Betrachtung lehrt uns, dass die Spannung in der Rich-
tung 0 P wirkt, wenn der Schnitt parallel 0 Q geführt wird. So-
mit sind auch 0 P und 0 Q im Sinne der Nummer 3 einander 
conjugirt. 
Da nun 0 ~11 mit 0 N und 0 P mit 0 Q involutorisch gepaart 
ist, so stellt der Pol J der durch U gehenden Horizontalen das 
Iuvolutionscentrum dar, und man erhält je ein weiteres Paar con-
jugirter Schnittrichtungen, wenn man die Endpunkte der clmch J 
gelegten Kreissehnen mit 0 verbindet. Hierdurch ist ein einfaches 
Mittel gegeben, um für jede beliebige Schnittrichtung die zugehörige 
Spannung auch der Richtung nach rasch zu finden. Iu der Figur 10 
haben wir diese Spannungen für sechs verschiedene Schnitte be-
stimmt nnd von 0 aus aufgetragen; zugleich sind an den End-
punkten dieser Strahlen, welche nach früher auf einer Ellipse liegen, 
die betreffenden Schnittrichtungen durch kleine, mit Schraffur ver-
sehene Striche angegeben worden . -
In der Figur 11 haben wir auch noch den Fall dargestellt, 
bei welchem die Involution der Schnitte und Kr!i.fte hyperbolisch 
ist. Hier schneidet die Horizontale durch U den Kreis; aber nichts-
destoweniger gelten alle unsere Ei·wägungen auch hier : Das Poly-
gon AB CD E F .A entsteht aus der Zusammensetzung der sechs 
Kräfte, welche die drei Seiten des Dreieckes ab c beanspruchen; 
die Aenderung der Hichtung von c führt auf den durch die Punkte 
G, F uncl 0 gelegten Kreis; die Strecken J!' S' und F T' stellen 
2 
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wie früher die Kräfte <5' a und 'f' a, die Strecken F und FT die 
Werte <5a und -ra dar, und der auf den Seiten 15 und 16 ge-
spent gedruckte Satz gilt wörtlich auch von dieser Figur. 
Fig. 11 . 
6 
Ebenso ergibt sich ferner dass 0 JI und 0 K die zwei con-
j ugirten Schnittrichtungen darstellen, in welchen da Iaterial nm 
normal (nicht transversal) beansprncht wird. Dagegen sto sen wir 
auf einen Unterschied zwi chen beiden Figuren, wenn wir ein zweite 
Paar conjugirter Richtungen aufsuchen wollen; denn da der Punkt U 
innerhalb des Kreises liegt, so ist es unmöglich. YOn ihm ans Tan-
genten an den Kreis zu legen. 
l!'ür diesen Ausfall bieten uns die Punkte P uu<l Q Er atz, 
in denen der Kreis von der durch U gehenden Horizontn.le·n ge-
schnitten wird. Lässt man nämlich F mit P zuwammenfö.llen, o 
wird die Normalspannung <5 gleich Null; das heis t auf die Hich-
tung 0 P wirkt nur eine tt·ausrersale und keine normale Spannung. 
Da hier Schnitt- und Kraftrichtung zusammenfallen. so haben wir 
einen Doppelstrahl der Involution vor un . Den zweiten Dopp l-
strahl finden wir in 0 Q , und es folgt hieraus ofort, da • wiederum 
der Pol J der durch U gehenden Horizontalen clas Involutiouscentrum 
bildet, welches uns das Zeichnen YOn beliebigen weiteren conjugirten 
Strahlen ermöglicht. 
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:Mit Hülfe rnn J sind endlich auch in <ler Figur 11 für sechs 
verschiedene Schnitte die Spannungen constrnirt und von 0 aus 
aufgetragen worden. Der Schnitt 4 ist derjenige, welcher nur auf 
Abscheren in Anspruch genommen wird; 1, 2 un<l 3 dagegen haben 
Zug, 5 und 6 Druck auszuhalten. -
Ans dem \' ergleich der Figuren 10 und 11 ergibt sich wie 
bei unseren früheren Betrachtungen, dass das Material in allen 
Schnitten im gleichen Sinne (entweder nur auf Druck oder nur auf 
Zug) beansprucht wird, wenn die Involution elliptisch ist, das heisst, 
keine Doppelstrahlen besitzt; dass dagegen eine Beanspruchung in 
entgegengesetztem Sinne stattfindet, wenn die conjugirten Schnitt-
richtungen Doppelelemente aufweisen, und zwar wechselt der Sinn 
der Beanspruchung beim Ueberschreiten der Doppelstrahlen; in 
diesen sell>st wird das :Material weder auf Druck noch auf Zug, 
sondern bloss scherend beansprucht. 
Im ersteren Falle liegt <ler Punkt U ausserbalb, im letzteren 
innerhallJ des Kreises. Liegt U auf dem Kreise, so fallen die 
beiden Doppelstrahlen zusammen und U deckt sich mit dem Punkt J; 
die kleine Axe der Spannungsellipse wird null; auf sämtliche 
Schnitte wirkt die Spannung in der constanten Richtung 0 U; die 
Grösse der Spannung nimmt ab, je mehr sich der Schnitt dieser 
füchtunO' nähert, lllld schneidet man das Material parallel zu 0 U, 
so verchwindet die Beansprnchung gänzlich. 
Die conjngirten Strahlen, welche in der Figur 10 von 0 nach 
P und Q gezogen werden, bilden mit den Ellipsenaxen gleiche 
Winkel und haben mit den Doppelstrahlen in der Figur 11 ausser 
dieser Eigenschaft noch die weitere gemein, dass das Quadrat der 
Tangente des Winkels, den sie mit der einen Axe einschliessen 
- abgesehen vom Vorzeichen - dem Produkte der Tangenten der 
Winkel gleich ist, welche irgend zwei andere conjugirte Ricbtm1gen 
mit der Axe bilden. Durch diese symmetrischen Strahlen ist also 
auch die Involution be::;timmt, da man durch Halbirung des rnn 
ihnen eingeschlossenen \Yinkels die Axen bekommt. -
Wir sintl, nm allgemein zu bleiben, bei den Betrachtungen 
dieser Nummer von den Spannungen au gegangen 'rnlche auf zwei 
beliebig zueinander gerichtete Schnitte wirken; hätten wir Yon An-
fang an zwei auf einander senkrecht stehende Schnitte der Unter-
uchung zu Grunde gelegt, so wäre diese we entlieh einfacher und 
übersichtlicher ausgefallen . Es mag für den Leser nützlich sein, 
2* 
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sämtliche Entwicklungen unter dieser speziellen Voraussetzung zu 
wiederholen. Uebrigens kommen wir im zweiten Kapitel ( ·r. 18) 
selbst auf diese vereinfachende Betrachtungsweise zurück. 
6. Verschiedene Darstellungsweisen des pannung -
zustand es. 
Wird von d~r absoluten Grösse der Spannungen abgesehen u11t1 
nur deren proportionale Aenderung von Schnitt zu Schnitt ins Auge 
gefasst, so genügt es zur vollständigen Darstellung der Inanspruch-
nahme, welche das Material in einem Punkte erfährt, die Lage der 
beiden symmetrischen oder der Doppelstrahlen anzugeben; denn zieht 
man dann dureh ihren Schnittpunkt einen beliebigen Kreis und 
verbindet die beiden Punkte, in welchen dieser von den Strabl~n 
getroffen wird, so ist der Pol dieser Verbindungslinie entweder der 
Punkt U oder der Punkt J~ je nachdem die Involution ellipti·ch 
o<ler hyperbolisch ist; gibt man noch ausserrlem an, in welchem 
Sinne das Material beansprucht wird, was mittelst der Zeichen + 
und - gesrhehen kann, so ist damit alles bestimmt. Soll auch noch 
die Grösse der Inanspruchnahme angedeutet werden, so kann man 
die Länge der symmetrischen, beziehungsweise der Doppelstralilen 
begrenzen, indem man die in ihnen wirkenden Spannungen aufträgt. 
Auch dadurch gelangt man zur vollständigen Darstellung al1er 
Verhältnisse, dass man mit der z weifacben, in den symmetrischen 
oder Doppelstrahlen wirkenden Transversalspannung in den ron 
diesen gebildeten Winkel hineinfährt und über dem sich hierbei bil-
denden Dreieck einen Kreis beschreibt; denn sowohl in der Figur 10 
als auch in der Figur 11 ist die vou den Strahlen 0 P und 0 Q 
abgeschnittene Kreissehne gleich 2 T. 
Ferner wird die Inanspruchnahme des Materials, wie schon aus 
f'rühern Betrachtungen hervorging, durch die Richtung und Grösse 
der beiden .A.xen der Spannungsellipse bestimmt; trägt man die 
beiden Halbaxen von U aus in beliebiger Richtung auf, und zwar 
nach derselben Seite, wenn sie gleichen Sinn haben, dagegen nach 
entgegengesetzten Seiten bei ungleichem Sinne, so erhält man den 
Durchmesser des Kreises, und zwei durch de sen Endpunkte gelegte 
Parallelen zu den Ellipsenaxen liefern den Punkt O. Wählt man 
statt einer beliebigen Richtung gleich diejenige der grossen Axe, 
so entsteht (für 
Fig. 12. 
MO 
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ungleiche Zeichen der Hauptspannungen) die Fi-
gur 12; 0 fällt mit 111 zusammen und ff! P 
nnd ff! Q sind die Doppelstrahlen. 
„ . „ ... „.„„.„„.\ In der Regel sind aber weder die Doppel-
strahlen noch i:lie Axen der Involution von 
vornherein bestimmt, sondern die Spannungen, 
welche auf zwei beliebige Schnittrichtungen 
a und b (Fig. 7, S. 14) wirken. In diesem 
Falle gelangt man auf folgenrle Weise am 
schnellsten zur Darstellung sämtlicher Span-
nungen. 
\ 
\ 
Man trägt (Fig. 13) von einem beliebigen 
Punkte G ausgehend, die gegebenen Span-
nungen 6 2, "l'2 , 6 1 und "?'1 zu einem Kräfte-
polygon zusammen, und zwar die beiden letzteren in der Richtung, 
in der sie wirken, die beiden ersteren dagegen um den Winkel a 
Fig. 13. gedreht, das heisst in der-jenigen Richtung , welche sie 
annehmen, wenn man die Seite 
b des Elementardreiecks in die 
Seite a binüberklappt; dann 
6, ist die gegenseitige Stellung 
1vl der Punkte U und 0 bestimmt . 
........ -··r~~-············... Um den Kreis zu zeichnen, 
i , ·,,_ berücksichtigt man entweder, 
j \ \ dass er durch die Punkte G 
i \ \ und 0 und den Schnittpunkt H 
J \ \ von 6 2 und "?'1 geht, oder dass 
..... „„ .... „„ ... „4 ....... „ .. „.\ ... „ .... ~.L der Peripheriewinkel über der 
- i ' r. Sh GO l'h . d 
-----f._ \ ,'l e ne g e1c a ist, o er 
1 ---- \ :: dass sein Mittelpunkt auf einer 
<„„„ „„ ... „„._,„. -- 0 Verticalen durch Uliegt. Fällt 
"-,„„ !?. ! 6, / ..- hierbei der Punkt U ausser-
· .... „„.. i <<' .·· '!· halb des Kreises, so wirken 
u 
sämtliche <5 in gleichem Sinne; 
wird dagegen U vom Kreise 
eingeschlossen, so kommen so-
wohl Zug- als auch Druckspannungen vor. Der letztere Fall tritt 
immer ein, wenn eines der beiden <5 gleich null ist. 
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Noch rascher gelangt man zu die er Dar tellung des pannuugs-
zustandes, wenn nicht die Seitenspannungen, ondern die Ge amt-
spannungen Q1 und Q2 geaeben sind: Q2 wird um clen Winkel « 
nach rechts gedreht und mit Q1 zusammenge,setzt; dann erhält man 
den Linienzug G U 0. Nun' gebt der Kreis durch G und 0 und 
hat seinen Mittelpunkt auf der durch U gelegten Verticalen. 
Da es sich hierbei nur um spezifische pannungen handelt, so 
kann man auch die Bedeutung von a'und b vertau chen, da· heis t, 
die Spannung Q1 um den Winkel a nach link drehen, sie mit Q2 
zusammensetzen und einen Kreis zeichnen, des en :\littelpunkt auf 
einer durch U gezogenen Senkrechten zu b liegt; die Figur, welche 
man hierbei erhält, ist der vorigen, wie man leicht erkennt, con-
gruent; nur erscheinen die Punkte G und O in ihrer Bedeutung 
vertauscht; die Ellipsenaxen nehmen jedoch in beiden Fü.lll'n die 
nämliche Richtung an. 
Stehen die beiden Schnitte, für welche die Spannungen bekannt 
sind, auf einander senkrecht, o wird GO zum Durchmesser des 
KreiseR. 
Wirken auf die beiden Schnitte a und b gleich gros"e normal 
gerichtete Gesamtspannungen Q, so werden G unJ U 0 vertical 
und G füllt mit 0 zusammen; der Kreis schrumpft zu einem Punkte 
zu ammen; J wird zum Mittelpunkt des elben; die Involution der 
Schnittrichtungen hat lauter H.echtwinkelpaare: die transver alen 
Spannungen verschwinden gänzlich nud dit1 normalen ind für alle 
Schnitte constant. Dieses Verhältnis findet ich in der Hydro-
statik vor. 
7. }faximal pannungen; pannun<r trajectorien. 
Nach den in der vorigen Nummer angestellten Betracbtnnuen 
genügt es, die anf zwei beliebige Schnitte wirkenden pannungen 
zu kennen, um die Beanspruchung jedes anderen cbnitte zu er-
mitteln. Trägt man (Fig. 13) die auf b wirkenden KrMte 152 und 
-r2, um den Winkel a gedreht, auf, fügt an die·elbon cr1 und -r1 
an und zeichnet einen Kreis, der durch die Punkte G nnd 0 geht 
und dessen Mittelpunkt auf einer durch U gelegten, auf a senkre ht 
stehenden Geraden liegt, so findet man die spezifhben .i: ormal- und 
Transversalspnnnungen, <1 und r, für eine beliebige chnittricbtung, 
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indem man zu dieser eine Parallele durch 0 zieht und die recht-
winkligen Coordinaten ihres Schnittpunktes mit dem Kreise bezüg-
lich der durch U gelegten Coordinatenaxen misst. Und zwar ist 
die zu a parallele Coordinate gleich -r, die dazu normale gleich 6. 
:Mit grosser Leichtigkeit lassen sich nun aus der Figur die 
grössten und kleinsten Werte dieser Spannungen, sowie die Schnitt-
richtungen, die zn denselben führen, herauslesen. 
Ist J.ll N der durch U gehende (zu a normale) und K L der 
darauf senkrecht stehende (zu a p'arallele) Durchmesser des Kreises, 
so begrenzt JI den grössten, N den kleinsten Wert von 6, während 
K und L das Maximum und Minimum von -r bestimmen. Die 
Richtungen 0 .JI und 0 N stehen auf einander senkrecht; es sind 
die Axenrichtungen der Spa.nnungsellipse; ebenso bilden 0 K und 
0 L mit einander einen rechten Winkel und mit den vorhin ge-
nannten Strahlen Winkel von 45 °. 
Die beiden Schnittrichtungen, in denen die Trans-
versalspannung am grössten wird, stehen aufeinander 
senkrecht und schliessen mit den Schnitten grösster 
Normalspannung halbe rechte Winkel ein. 
Ferner lassen sich der Figur noch die folgenden Beziehtrngen 
entnehmen, die sich zum Teil mit früheren Sätzen decken: 
Die l\Iaximalwerte der transversalen Spannung 
sind absolut stets gleich gross diejenigen der nor-
m a 1 e n dagegen im A 11 gemeinen verschieden. 
Das Maximum der transversalen Spannung kann, 
absolut genommen, niemals grösser werden als das-
jenige uer normalen Spannung; es ist stets gleich der 
halben Differenz zwischen der grössten und ' klein-
sten Normalspannung. 
In denjenigen Schnitten, in welchen die normale 
Spannung zum :Maximum oder Minimum wird, kom-
men keine transversalen Spannungen vor; wohl aber 
wirken in den Schnitten, in welchen die Transver-
salspannung am grössten wird, auch normale Span-
nungen. 
Die Summe der Normalspannungen auf zwei zu-
einander senkrechte Schnitte ist constant und gleich 
der Summe der beiden l\faximalspannnngen. -
Sind für einen Punkt die Axen der Spannungsellipse, also 
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die Schnittrichtungen, in welchen das Material nur Normalspannungen 
erfährt, bestimmt und geht man in der einen der beiden Richtungen 
zu einem unendlich benachbarten Punkte über, für den man wieder 
die betreffende Richtung ermfüelt, und so fort, so erhält man eine 
krumme Linie, in deren Richtung das Material nur normal bean-
sprucht wird, längs deren also keine scherenden Spannungen wirken. 
In gleicher Weise kann man der andern der beiden Richtungen 
folgen und gelangt so auf eine zweite Kurve, welche dieselben Eigen-
schaften besitzt und die erstere unter rechtem Winkel kreuzt. 
Nimmt man einen beliebigen andern Punkt als Ausgangspunkt, so 
erhält man zwei weitere solcher Kurven. So kann man die ganze 
Fläche mit zwei Systemen von Trajectorien überdecken, die sich 
gegenseitig stets unter rechten Winkeln schneiden und welche für 
jeden Punkt uie Richtungen angeben , nach welchen sich die nor-
malen (Zug- oder Druck-) Spannungen fortpflanzen. Diese Linien 
haben den Namen Spannungstrajectorien oller auch Zug-
und Druckkur v e n erhalten. 
Lässt man die Trajectorien unendlich nahe aufeinander folgen, 
so teilen sie die Fläche in zweimal unendlich viele, unendlich 
kleine Rechtecke ein. Jede einzelne Kurve kann man als ein Seil-
polygon betrachten, das dadurch entsteht, dass man die in den 
gekreuzten Kurven wirkenden Kräftedifferenzen der Reihe nach zu-
sammensetzt. 
Diese 'frajectorien sind in der Natur an verschiedenen Stellen 
vorhanden, worauf wir im dritten Kapitel zurückkommen werden. 
Auch unsere Fachwerke mit unter 45 ° geneigten Streben stellen 
dieselben in gewissem Sinne dar. 
Den soeben besprochenen Linien entsprechend lassen sich auch 
solche ziehen, welche die Schnittrichtungen mit grösster Transversal-
spannung angeben. Diese Kurven, welche man c Scherkurveo » 
nennen könnte, kreuzP.n sich ebenfalls gegenseitig unter rechten 
Winkeln und schneiden zugleich sämtliche Zug- und Druckkurven 
unter Winkeln von 45 °. · 
Endlich ist noch ein drittes System von Kurven darstellbar, 
welches denjenigen Schnittrichtungen folgt, auf welche keine r or-
malspannuogen einwirken. Diese Linien folgen den Doppelstrahlen 
der Involution und schneiden sich, wo sie einander treffen, im All-
gemeinen unter schiefen Winkeln. Soweit die Involution ellipti eh 
ist, werden diese Kurven selbstverständlich imaginär. 
25 
8. Spezifische Spannungen im Raume. 
_, 
Wir setzen nun voraus, dass die Inanspruchnahme des Materials 
nicht mehr unverändert bleibe, wenn man in einer bestimmten 
Richtung fortschreitet, sondern dass sie sich nach allen Richtungen 
von Punkt zu Punkt ändere. 
Um die spezifischen Spannungen zu untersuchen, welche in 
diesem Falle auf verschiedene Schnittflächen wirken, gehen wir von 
einem kleinen Körperelemente aus, das von vier Ebenen begrenzt 
wird, und nel1men an, die auf drei derselben wirkenden Kräfte seien 
bekannt; durch Zusammensetzen dieser Kräfte erhält man dann die 
auf die vierte Schnittfläche wirkende Kraft. Da man das Körper-
element beliebig klein annehmen kann, so ist es gestattet, die Kräfte 
als gleichförmig verteilte anzusehen, so dass die :Mittelkräfte in 
den Schwerpunkten der vier Flächen des Elementes angreifen. 
In der Figur 14 ist ein solches Element dargestellt; die drei 
Flächen A 0 B, B 0 C und C 0 A betrachten wir als diejenigen, 
deren Inanspruchnahme bekannt ist. Analog wie bei der in der 
Nummer 2 angestellten Untersuchung zerlegen wir auch hier die 
drei gegebenen Kräfte ~n Componenten, welche parallel zu den 
Axen 0 A, 0 B und 0 C laufen und bezeichnen hierbei mit S!J 
diejenige Componente, welche auf die Fläche ,r7, parallel zur Kante g 
wirkt, und mit Tg; diejenige, welche in der Fläche g parallel zur 
Kante i wirkt. 
Da nun die Mittelkraft sämtlicher S und T im Schwerpunkt 
P der Fläche ABC angreift, die drei Kräfte S aber durch diesen 
Punkt gehen, so muss auch die Mittelkraft sämtlicher T den 
Punkt P enthalten. Setzt man nun '1.'12 mit T21 zusammen, so 
bekommt man eine Kraft, die in einer zu A 0 B parallelen Ebene 
durch P liegt; ebenso liegen die Mittelkräfte von T23 und T8~, 
und von T51 und T18 in Ebenen durch den Schwerpunkt des Drei-
ecks ABC. Wenn aber die Mittelkraft von drei Kräften, die in 
drei verschiedenen Ebenen liegen, durch den Schnittpunkt dieser 
letzteren gehen soll, so muss auch jede einzelne Kraft durch diesen 
Punkt gehen. 
Wenn man daher die sechs Kräfte T paarweise zusammensetzt, 
so erhält man drei durch P gehende Mittelkräfte. Daraus folgt 
sofort, dass sich beispielsweise T12 und T21 zu einander verhalten 
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müssen wie 0 B zu 0 A; oder allgemein: Tui : T;0 = i : g. Be-
zeichnet man die spezifische Scherspannung wie früher mit -r, die 
drei Kantenlängen der Einfachheit halber mit a b und c und die 
drei Kantenwinkel mit a, ß und y, so lässt sich schreiben T12 = 
-r
12 
• 
1/ 2 b c sin a und T21 = -r21 • 1/ 2 a c sin ß, woraus auf Grund 
obiger Proportion folgt 
-r12 sin a = -r21 sin ß 
-r28 sin ß = -r52 sin y 
-r81 sin y = -r18 sin a. 
Fig. 14. 
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Zerlegt man die spezifischen Spannungen, welche 
drei durch einen Punkt gelegte Ebenen bea.nspruchen, • 
parallel zu den Schnittlinien dieser Ebenen in je 
drei Seitenkräfte, so verhalten sich je zwei de1· in 
verschiedenen Ebenen liegenden Seitenkräfte, welche 
parallel zu der dritten Ebene laufen, umgekehrt wie 
die Sinusse der in diesen beiden Ebenen liegenden 
Kantenwinkel. 
Stehen die drei Kanten aufeinander senkrecht, so sind je zwei 
sich schneidende • einander gleich. 
Bezeichnet man die drei Richtungen 0) ..AB () mit x y z und 
lässt die drei Kantenlängen unendlich klein werden so dass die auf 
Jie drei Flächen einwirkenden Kräfte durch O gehen, so liegen die 
.Axe 0 z und die auf die x y- Ebene wirkende Kraft in einer Ebene, 
deren Gleichung lautet: 
x : y = T01 : T32 oder T82 x = T31 !J· 
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Verbindet man gleicherweise die x-.Axe mit der auf B 0 C wir-
kenden Kraft, sowie die y-Axe mit der auf .A 0 C wirkenden Kraft 
durch je eine Ebene, so lauten deren Gleichungen: 
T13 y = T12 z und T21 z = T23 x. 
A.us diesen drei Gleichungen folgt, dass die drei Ebenen sich in 
einer einzigen Geraden schneiden. Denn da sich nach früher T9; : T19 
verhält wie i : r;, so ist das Produkt der drei linken Glieder identisch 
gleich dem Produkt der drei rechten. Wir finden somit den Satz: 
Die drei Ebenen, welche je eine Kante mit der die 
gegenüber liegende Flti.che beanspruchenden Kraft 
verbinden, schneiden sich in ein und derselben Geraden. 
Läuft in der Figur 14 die Kraft, welche die Fläche A 0 C 
beansprucht, parallel zur Ebene B 0 C, so verschwindet die Com-
ponente T21 und mit ihr auch die Kraft T12 ; dann ist aber die 
Kraft, welche auf die Ebene B 0 C wirkt, auch parallel zur Ebene 
AOC; denn sie setzt sich jetzt bloss aus 81 und 1'13 zusammen. 
Es folgt daher der Satz: Wenn die Kraft, welche auf die 
eine Schnittfläche wirkt, parallel zu einer zweiten 
Fläche gerichtet ist, so läuft auch die Kraft, welche 
diese zweite Fläche beansprucht, parallel zu der 
ersten. Ist die Kraft, welche A 0 C beansprucht, ausserdem noch 
parallel zn A 0 B, also parallel zur Kante 0 B gericl1tet, so werden 
auch die Kräfte T23 und T92 gleich null und die Beanspruchung 
der Ebene A 0 B wird ebenfalls parallel zu A 0 C. Verschwinden 
schliesslich auch noch T13 und T51' so läu~ von den drei Kräften, 
welchen die drei Flächen ausgesetzt sind, jede parallel zur Schnitt-
linie der beiden andern Flächen. Weist man die Schnittebenen 
und die Richtungen der auf sie wirkenden Kräfte einander als con-
jugirte Elemente zu, so bekommt man in diesem Falle ein Trip e 1 
conjugirter Elemente. 
Ein solches Tripel findet man auf folgendem Wege: Geht man 
von der Ebene A 0 B und der sie beanspruchenden Kraft aus und 
macht 0 C parallel zu dieser Kraft, legt sodann durch diese Kante 
eine beliebige zweite Ebene B 0 0 und bestimmt die auf diese wir-
kende Kraft, so wird diejenige durch 0 C gehende El>ene, welche 
zu dieser Kraft parallel ist, mit den beiden andern ein Tripel bilden. 
Um nun die Beziehungen zwischen verschiedenen Schnittebenen 
unu den auf sie wirkenden Kräften zu studiren, gehen wir von einem 
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solchen Tripel conjngirter Elemente aus. In der Figur 15 seien 
sämtliche Transversalspannungen gleich null; auf die drei Flächen 
AOB, BOC und COA wirken ausschliesslich die zu den Kanten 
parallelen Krii.ft~ 88 , 81 und 82 • Tragen wir, von 0 ausgehend, 
diese Kräfte zu einem Polygon aneinander, so stellt 0 F die Kraft 
dar, mit welcher die Fläche ABC in Anspruch genommen wird. 
Denkt man sich nun, die Ebene .dB C drehe sieb um die Linje 
AB, so bleibt die Kraft 88 constant; die Kräfte S2 und S1 jedoch 
ändern sich proportional den Flächeninhalten von .d 0 C und B 0 C; 
da aber diese bC'iden der Linie 0 C proportional sind, so bleibt die 
Richtung der :Mittelkraft von 82 und S1 constant, das hei st 
„. 
B 
Fig. 15. F bewegt sich auf der 
Geraden D F und die 
C.. ... „ .... · ................. P' Kraft 0 F in der Ebene 
... „.-··9. ':::·:.t·:.·.-.„„„ .... „ ........ ... . 
_,..- 1 •• „„ ••• „„ 
G A G' 
ODF. Wird OC unend-
lieb gross, das heisst die 
Fläche .ABC parallel zur 
Kante OC, so verschwin-
det die Kraft 83 gegen-
über den beiden andern 
und die Mittelkraft 0 F 
fällt in die Ebene AOB. 
In diesem Falle gelten 
für die Schnittrichtung 
AB und die Kraft 0 F 
alle die Gesetze, welche wir für Spannungen in der Ebene abgeleitet 
haben; insbesondere bilden Schnitt- und Kraftrichtung in de.r Ebene 
A 0 B eine Involution und es stellt daher auch .AB die Richtung 
der auf die Schnittfläche CO F wirkenden Kraft dar; AB und diese 
Fläche sind somit im obigen Sinne einander conjugirt. Es folgt 
daher der Satz: 
Dreht sich die Schnittfläche um eine Gerade, so 
bewegt sich die auf sie wirkende Kraft in der zu 
dieser Geraden conjugirten Ebene. 
Legt man dmch 0 C eine zu AB parallele Ebene, so bildet 
diese mit der Schnittebene CO F' einen involutorischen Ebenenbüschel, 
der von jeder beliebigen Ebene in involutorischen Strahlen geschnitten 
wird. Wir wählen nun drei ganz beliebige durch 0 gelegte Linien 
als .Axen und bestimmen die drei zu diesen Axen conju?"irten Ebenen; 
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dann wird jedem beliebigen neuen Strahl aus 0 eine vierte Ebene 
entsprechen, und die drei Ebenen, welGhe diesen Strahl mit den 
drei Axen verbinden, entsprechen den Linien, in welchen die vierte 
Ebene die drei Ausgangsebeuen schneidet. Ueberdies sind in jeder 
dieser Ebenen die hetreffende Schnittlinie und die Spur der ilir con-
jugirten Verbindungsebene involutorisch gepaart. Es folgt hieraus, 
dass die conjugirten Strahlen und Ebenen im Strahlenbüschel ein 
Polarsystem bilden. 
Sind et b c drei beliebige Strahlen eines Polarsystems und ABC 
die ihnen entsprechenden Ebenen, so liegen bekanntlich die Schnitt-
linien AB, B C und CA zu (t b c perspectivisch, das heisst, die 
Ebenen (AB) c, (B C) a und (CA) b schneiden sich in einer Ge-
raden ; ferner liegen die.Schnittlinien (ab) C, (b c)A und (ca) B 
in der der Geraden s entsprechenden Ebene S. Hierdurch wird der 
auf der Seite 27 oben ausgesprochene Satz bestätigt. 
Um zu untersuchen, wie sich die Spannungen der Grösse nach 
ändern, nehmen wir (Fig. 15) an beliebiger Stelle eine Ebene 0' C' G' 
an, die auf der Geraden AB normal steht, und projiciren auf sie das 
Körperelement und das Kräftepolygon 0 DE F; dann fallen die 
Projectionen der Kräfte S2 und 81 , da sie zur Ebene A 0 B parallel 
laufen, in eine Gerade D' F'; ferner projicirt sich die Fläche ABC 
als Linie C' G' und diese ist gleich lang wie das aus dem Punkte C 
auf die Gerade AB gefällte Perpendikel C G. 
Lässt man nun wieder die Ebene ABC um die Linie AB sich 
drehen, so bleibt nach früher der Punkt D' fest tind F' verschiebt 
sich parallel zu 0' G'. Da nun die Kräfte S2 und S1 uud somit auch 
ihre Mittelkraft der Länge von 0 C proportional sind, so stehen 
in der Projection auch D' F' und 0' C' in constantem Verhältnis. 
Wir haben somit in der Projection Beziehungen, die denjenigen 
der Figur 1 (S. 3) entsprechen, nur dass hier die -r gleich null 
sind; auf die Seite 0' G· wirkt die Kraft 0' D', auf die Seite 
0' C' die Kraft D' F'; beide Kräfte sind den Seiten, auf die sie 
wirken proportional; dreht man daher die dritte Seite G' C' um den 
Punkt G' und trägt auf dem Strahl 0' F' jeweilen die spezifische 
Spannung auf, die sich ergibt, wenn man die Kraft 0' F' durch 
die Länge G' C' dividirt, so beschreibt der Endpunkt dieses Strahles 
wie in der Figur 4 (Seite 8) eine E 11 i p s e. Da aber G' C' dem 
Flächeninhalt des Dreieckes AB C proportional und F' die Pro-
jection von F ist, so erhält man auch in der Ebene 0 D F eine 
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Ellipse, wenn mau die Kraft 0 F durch die Fläche ABC dividirt 
und den Quotienten auf dem Strahle 0 F aufträgt. Gibt mau nun 
noch der Linie AB in der Ebene AOB verschiedene Richtungen, 
so ändert auch die Ebene 0 D F ihre Stellung; der Endpunkt der 
spezifischen Spannung wird aber jederzeit eine Ellipse beschreiben, 
und alle diese Ellipsen treffen sieb auf der Kaute 0 C, weil sie auf 
dieser die auf A 0 B wirkende spezifische Spannung abschneiden. 
Da endlich alle diese Ellipsen die Ebene A 0 B in einer Elli.pse 
schneiden, weil für Schnittflächen parallel zn 0 C die spezifische 
Spannung in die Ebene A 0 B fällt und hier ganz den für Span-
nungen in der Ebene abgeleiteten Gesetzen folgt, so 1 i e gen 
sämtliche Ellipsen auf einem Ellipsoide, dem «Span-
nungsellipsoide ». • 
Das Polarsystem der conjugirten Kräfte- und Schnittrichtungen 
ist nicht identisch mit demjenigen der conjugirten Durchmesser und 
Dnrchmesserebenen des Ellipsoides; beide Systeme haben· jedoch ge-
meinschn.ftliche Axen und Hauptebenen. Denn in der Ebene 0' 'G' 
(Fig. 15) entsprechen nach früher senkrecht aufeinander stehenden 
Schnittrichtungen conjugirte Durchmesser der Ellip e; daraus folgt, 
dass auch zwei aufeinander senkrecht stehenden Schnittebenen con-
jugirte Dmchmesser des Ellipsoides entsprechen. Sucht man nun 
im Polarsystem dasjenige Tripel conjugirter Ebenen, bei welchen 
die drei Ebenen rechte Winkel miteinander bilden, so bilden die 
zugehörigen Kräfte conjugirte Dmchmesser des Ellipsoides; da aber 
diese Kräfte selbst aufeinander senkrecht stehen. so sinu sie uie 
Axen des Ellipsoides. 
Das bis jetzt Entwickelte fassen wir nochmals 7.llsammen und 
ergänzen es durch einige selbst\'erständliche Sätze an den frühem 
Nummern: 
Ist das Material in einem Punkte so in Anspruch 
genommen, dass sich die Inanspruchnahme ändert 
wenn man in irgend einer Richtung fortschreitet, 
so bilden die Hichtnngslinieu der Kräfte, welche auf 
ebene Schnitte durch diesen Punkt wirken, mit diesen 
Ebenen ein Polarsystem im Strahlenbündel. 
Hat das Polarsystem keinen Ordnungskegel, so 
wird das Material nach allen Richtungen hin in 
gleicher Weise beansprucht, das heisst entweder 
gedrückt o d c r gezogen. 
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Hat das Polarsystem einen Ordnungskegel, so 
wird es im Innern des Kegels in entgegengesetzter 
Weise als at1sserhalb desselben in Anspruch genom-
men. Für Schnitte, welche den Kegel berühren, fällt 
die Richtung der Kraft in die Schnittebene, das 
heisst das Material wird in solchen Fällen nur traus-
v e r s a 1 b e a n s p r u c h t. 
Trägt man von dem gegebenen Punkte aus die 
auf die verschiedenen Schnitte wirkenden spezifi-
schen Spannungen in Richtung und Grösse auf, so 
liegen die Endpu1ikte aller dieser Spannungen auf 
einem Ellipsoide, dessen Axen mit dem des Polar-
systems zusammenfallen. 
Wird das Material in den drei Hauptschnitten 
in gleicher Weise in Anspruch genommen, so ist der 
Ordnnngskegel des Polarsystems imaginär; haben 
die drei Hauptspannnngen verschiedene Zeichen, so 
haben doch zwei derselben gleiches Zeichen und es 
liegen die diesen Spannungen entsprechenden Haupt-
schnitte innerhalb, der dritte ausserhalb des Ord-
nungs k e g e 1 s. 
9. Constrnction cles Spannungsellipsoicles. 
(Tafel 1.) 
Wir wollen jetzt auf der Tafel 1 das Spannungsellipsoicl auf 
Grund eines Tripels conjugirter Elemente wirklich construiren. 
:F~s sei also ein Dreikant gegeben, dessen Kanten mit den Rich-
tm1gen der auf die drei Seitentlächen wirkenden Kräfte zusammen-
fallen; dann sind die Kanten und Flächen dieses Dreikants nach 
früher im Polarsystem der Kräfte und Schnitte einander conjngirt. 
Die Grösse der drei Kräfte sei ebenfalls bekannt. Ausserdem sei 
eine vierte Ebene gegeben, und es sei von besonderem Interesse, die 
sie beanspruchende Kraft zu ermitteln. Endlich seien noch die 
Axen des Spannungsellipsoides, mit andern Worten die Richtungen 
und Grössen der Maximalinanspruchnahmen des Materials zu be-
stimmen. 
In passender Entfernung 1· vom gegebenen Punkte (0) führen 
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wir eine Parallelebene zu der Ebene, für die man speziell die In-
anspruchnahme des Materials zu kennen wünscht, und wählen diese 
Ebene zur Bildebene. Die Projection des gegebenen Punktes (0) 
sei 0, und der Schnitt des gegebenen Dreikantes mit der Bildebene 
sei das Dreieck .ABC. 
Da bei der Lösung der uns gestellten Aufgabe vorzugsweise 
Strahlen und Ebenen des Bündels (0) vorkommen, so begnügen wir 
uns mit einer Orthogonalprojection der darzustellenden Gebilde. 
Irg~nd welche Punkte und irgend welche Linien sind durch ihre 
Projection und die Spuren der aus (0) sie projicirenden Strahlen, 
beziehungsweise Ebenen vollständig gegeben. Ebenso sind Figuren 
in solchen Ebenen, zum Beispiel die Schnitte von Durchmesserebenen 
mit dem Ellipsoide durch ihre Projectionen und die Spuren der 
Ebenen, in denen sie sich befinden, gegeben. Um die wahren Längen 
von 8trahlen zu erhalten, braucht man sie blos um ihre Projectionen 
umzuklappen; es fällt dann die Höbe 0 (0) mit dem zu der Pro-
jection senkrechten Radius des Distanzkre1ses k zusammen. Die 
wahre Grösse einer ebenen Figur erhält man durch Umklappung 
der Ebene um ihre Spur; dabei findet man die Lage des Punktes (0) 
in der umgeklappten Ebene einfach dadurch, dass man die Länge 
des Perpendikels von (0) auf die Spur bestimmt und auf der Pro-
jection des Perpendikels aufträgt; die Länge des Perpendikels findet 
man wie vorhin durch Umklappen. A.uf der Tafel 1 sind auf diese 
Weise die Perpendikel Pu Pb Pc von (0) auf die Dreikantseiten .ABC 
construirt, die bezüglichen Constructionslinien indessen wieder aus-
gelöscht worden. 
Es seien nun IJ" !Sb !Sc die etwas stärker ausgezogenen Projec-
tionen der von (0) aus in beliebigem Massstabe aufgetragenen 
spezifischen Spannungen, welche in den Kanten (0) .ABC auf die 
gegenüber liegenden Seiten wirken, und es soll zunächst diejenige 
Spannung Q bestimmt werden, welche auf die gegebene vierte (zur 
Bildfläche parallele) Ebene wirkt. 
Zu diesem Zwecke hat man die gegebenen Spannungen mit 
den ihnen entsprechenden Flächen des Dreikantes zu multipliciren, 
die drei sich ergebenden Kräfte Sa Sb Sc zusammenzusetzen und die 
Mittelkraft durch die Fläche ABC zu dividiren; zu de~selben 
Resultate gelangt man jedoch aucb, wenn man die Kräfte S" Sb Sc 
einzeln durch die Fläche .ABC dividirt und die Quotienten, welche 
wir IJ a' IJ b1 IJ c' nennen wollen, vereinigt. 
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Um die Projection von 6 a' zu erhalten, beachten wir, dass die 
Flächen (0) B C und ABC sich verhalten wie die Perpendikel von 
den Punkten (0) und A auf die gemeinschaftliche Basis B C. Den 
Perpendikel Pa von (0) auf B C haben wir bereits construirt; den 
Perpendikel p a' von A auf B C greift man direct auf dem ßlatt 
ab. Um daher die Projection der auf die Fläche (0) B C wirkenden 
Kraft <5 a' zu finden, hat man 6a mit dem Verhältnisse p a : p a' 
dieser beiden Höhen zu mnltipliciren. Diese Arbeit ist für sämt-
liche drei Kräfte an passender Stelle ausgeführt, allein nicht aus-
gezogen worden; wir begnügen uns damit, zu sagen, dass die auf 
der Tafel in der Reihenfolge <5 c' 6 a' 6 b' aneinander gefügten Strecken 
<lie Ergebnisse dieser Verwandlungen sinJ. 
Durch die Projection des Endpunktes R ilieses Linienzuges 
allein ist dieser Punkt noch nicht vollständig bestimmt; wir müssen 
noch die Spur ll[ des Strahles ermitteln, der ihn aus (0) projicirt. 
Nun schneidet der Strahl, welcher den Endpunkt von 6 a' aus (0) 
projicirt, die Bildfläche offenbar auf der Linie AC, also in ]Jb; 
denn <5 c' und 6,/ liegen in der Ebene (0) AC. Legt man nun 
durch (0) uncl <5 b' eine Hülfsebene, so geht deren Spur durch J.l!b 
uncl ansserclem, da 6 b' zu 6b parallel ist, durch B. Der Schnitt-
punkt von 0 R mit B Jll6 ist daher der gesuchte Dnrchstosspunkt .J/. 
Hierdurch ist dio J;age des Endpunktes von Q vollstü.n<lig bestimmt 
und der erste Teil unserer Aufgabe gelös.t. 
In dem Polarsystem der Schnittflächen und Krii.fte ist nun 
offenbar der Strahl (0) J.11 der zur Bildfläche parallelen Ebene con-
jugirt; in dem Polarsystem, welches der Bündel (0) auf der Bild-
ebene ausschneidet, entspricht daher der Punkt lJI der unendlich 
fernen Geraden; das heisst, er ist der Mittelpunkt dieses Systems, 
und da ausserdem die Linien AB C ein Polardreieck bilden, so ist 
das Polarsystem vollständig bestimmt. · 
Da der Punkt J.l! ausserhalb dieses Dreieckes liegt, so besitzt 
das Polarsystem eine reelle Ordnungskurve und der Bündel (0) 
einen Ordnungskegel, was übrigens schon daraus geschlossen werden 
konnte, dass die eine Spannung ( <5c) in entgegengesetztem Sinne 
wirkt wie die beiden anderen. 
Die Ordnungskurve ist eine Hyper b e 1, und es lassen sich 
leicht zahlreiche Elemente derselben bestimmen. Dem Durchmesser 
B 111 entspricht der unendlich ferne Punkt von AC; der zu B J.11 
conjugirtc Durchmesser läuft also parallel zu AC. Ans gleichen 
3 
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Gründen sind die zu AB und B C parallelen Durchmesser den 
Durchmessern C .M und A 1V conjugirt, und die drei Durchmesser-
paare bilden eine Involution, deren Doppelstrahlen die Asymptoten 
der Hyperbel sind. 
Auf der Geraden AC bilden ferner die Punkte A und C eine 
Involution, in welcher Mb dem unendlich fernen Punkte entspricht; 
schlägt man die Tangentenlänge aus Mb an einen durch A und C 
gelegten Kreis auf AC herunter, so erhält man die Doppelpunkte 
oder. die zwei Schnittpunkte des Kegelschnittes mit AC. Die er-
bindungslinifm der Doppelpunkte mit B berühren die Kurve in 
diesen Punkten. Zieht man zur Tangente an einen dieser beiden 
Punkte eine Parallele durch den andern, so liefern je zwei auf dieser 
Parallelen liegende Punkte, die vom Doppelpunkte gleich viel ab-
stehen, mit B verbunden zwei conjugirte Strahlen, welche auf AC 
zwei conj ngirte Punkte ausschneiden. 
Wie auf der Geraden AC, so entsteht auch auf der Geraden 
B C eine Involution. Der Mittelpunkt Ma derselben wird durch 
die Linie A M. herausgeschnitten. Bei der Construction lag er 
, noch auf dem Brett, so dass der eine Schnittpunkt der Hyperbel 
mit B C und die entsprechende durch .A gehende Tangente erhalten 
werden konnten; der andere Doppelpunkt liegt weit ausserhalb des 
Blattes. 
Der Schnittpunkt J.Vc von AB mit CM fällt zwischen und 
B; die Involution auf AB hat demnach keine Doppelpunkte; ein 
Halbkreis über Aß schneidet die Ordinate von llfc in dem mit J, 
bezeichneten Punkte, von dem aus auf AB conjugirte Punkte durch 
die Schenkel jedes rechten Winkels bestimmt werden. 
Mit Hülfe dieser Daten ist scbliesslich die Hyperbel, so weit 
sie auf das Blatt zu liegen kommt, gezeichnet worden. 
Jeder Ebene des Bündels (0), welche eine Linie der Bildebene 
projicirt, entspricht nun als Richtungslinie der auf die Ebene wir-
kenden Kraft, derjenige Strahl, welcher den Pol dieser Linie pro-
jicirt. Die derart conjugirten Elemente können entwe<ler mittelst 
cler Ordnungskurve oder mittelst der drei Involutionen auf AB ' 
construirt werden. (Letzteres muss immer dann geschehen, wenn 
keine reelle Ordnungskurve vorhanden ist.) 
Die Bestimmung der A x e n dieses Polarsystems ist eine Auf-
gabe dritten Grades, die sich nicht mehr vermittelst des Zirkels 
lösen lässt. Wir verführen dabei genau o wie es j.n Professor 
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Dr. Fiedler's «Darstellender Geometrie> (3. Aufl. Nr. 42: die Axen 
und Scheitel etc. der Flächen zweiten Grades) beschrieben und an 
<:!inem Beispiel erläutert ist. Man bestimmt zu jedem Strahle der 
Ebene (0) AB denjenigen conjugirten Strahl, der auf jenem senk-
recht steht; der Ort aller dieser conjugirten Strahlen ist ein Kegel 
zweiter Ordnung, welcher die drei gesuchten .Axen enthält; sie sind 
diejenigen Strahlen, welche den drei Schnittlinien der Ebene (0) AB 
mit den Hauptebenen des Ellipsoides entsprechen. In gleicher Weise 
geben die Strahlen der Ebene (0) AC einen Kegel, der ebenfalls 
die Axen enthält. Die beiden Kegel schneiden sich in vier Mantel-
linien; die eine von diesen ist derjenige Strahl, welcher der gemein-
schaftlichen Linie ( 0) A conjugirt ist; die drei übrigen sind die 
gesuchten Axen. Diese hier angedeuteten Operationen wurden auf 
der Tafel wie folgt ausgeführt. 
Der Kegel, welcher der Ebene (0) AB entspricht, schneide in 
der Bildebene die Kurve it heraus; die Spur des der Ebene (O)AC ent-
sprechenden Kegels sei v. Um zu einem beliebigen Strahle der Ebene 
(0) AB den conjugirten zu finden, lege man durch (0) zwei Ebenen, 
von denen die eine zu dem angenommenen Strahl conjugirt ist, die 
andere auf demselben senkrecht steht; die Schnittlinie der beiden 
Ebenen ist der gesuchte Strahl und der Schnittpunkt ihrer Spuren 
der Durchstosspunkt desselben. Da die Ebene (0) AB zur Geraden 
(0) C conjugirt ist, so geht die zum angenommenen Strahle con-
jugirte Ebene stets durch (0) C und ihre Spur durch C; ferner geht 
die auf dem Strahle senkrecht stehende Ebene durch den in (0) auf 
(0) AB errichteten Perpendikel, und die Spur derselben dreht sich 
um den Durcbstosspnnkt U dieses Perpendikels. Den Punkt U 
findet man, indem man durch 0 eine Senkrechte zu AB und durch 
den Endpunkt des umgeklappten Perpendikels Pc eine Senkrechte 
zu diesem zieht. Dreht sich nun der Strahl in der Ebene (0) .AB 
um (0), so bewegen sich die beiden genannten Ebenen um (0) C 
be7.w. (0) U und beschreiben hierbei Büschel, welche zu dem in 
(0) .AB liegenden Büschel projecti visch sind; der Ort ihrer Schnitt-
linie · ist daher, wie oben behauptet wurde, ein Kegel zweiter Ord-
nung und seine Spur it, das heisst die rnn den Strahlenbüscheln G 
und U beschriebene Kurve ein Kegelschnitt. Dasselbe gilt von 
der Ebene (0) AC und der Kurve 1! ; letztere ist wiederum der 
Schnitt zweier projecti vischer Strahlenbüschel, von denen der eine 
sein Centrum in B hat, während dasjenige des anderen, Y, gefun-
3* 
- 36 -
den wird , wenn man durch ( 0) einen Perpendikel auf die Ebene 
(O)A G legt. 
Nun lassen sich leicht für jeden der beiden Kegelschnitte sechs 
Punkte angeben. Die Kurve u gebt nämlich durch die beiden 
Punkte 0 untl U 1mtl durch vier weitere Punkte, welche man erhält, 
wenn man den Strahl der Ebene ( 0) AB der Reihe nach durch A, 
B, Mc und den unendlich fernen Punkt von AB führt. Dem 
Strahle (0) .A entsprechen in der ßildebene die trahlen B und 
der auf 0 .A senkrechte Strahl aus U; denn ersterer liegt in der 
zu (0) A conjugirten Ebene letzterer in der zu (0) .A normalen 
Ebene durch ( 0). Die beiden Strahlen treffen ich in <lern mit (tt v) 
bezeichneten Punkte, welcher, da er dem gemeinschaftlichen trahle 
der Ebenen (0) .dB um! (0) .AC entspricht, zu«leich auch der 
Kurve v angehört. Dem Stro.hle ( 0) B sodann ent3pre h n die 
Linie CA uncl die aus U auf 0 ß gezogene Senkrechte; ihr cbnitt-
punkt trägt den Buchstaben 11b . In derselben \ ei e führt der 
Strahl (0) J.lfc zu dem Punkte um; letzterer ist, da dem Punkte „11 c 
auf AB der unendlich ferne entsplicbt, der cbnitt einer Parallelen 
zu .AB durch C und einer Senkrechten durch U zu 0 Jf,. Endlich 
gelangt man, im.lern man den Strahl aus (0) pnrallell zu .AB laufen 
lässt, zu dem Punkte 11.., . 
Für den Kegelschnitt v erhält man genau nach dem elben 
Vorgange, indem man den Strahl ans (0) durch A, , JI6 und den 
unendlich fernen Punkt von .A 0 gehen lä st, der Reihe nach 1.lie 
Punkte (uv), i·., Vm und t•..,, welche mit B und V die Kurve v 
vollständig bestimmen. (Von diesen Punkten fiel v.,, au serhalb 
des Blatte .) 
Jedes Paar conjugirter Punkte auf .AB be7.iehung weise .A 0 
gibt zwei weitere Kurvenpunkte; doch ist es vortbeilhafter, die bis-
her bestimmten Punkte, welche meisten auf Linien liegen die 
durch die Aufgabe selbst in grosser Länge gegeben ind, dazu zu 
benützen, die Kegelschnitte mittelst projectivischer Punktreihen zu 
ergänzen. 
Die Kurven it und v sind auf der Tafel ge triebt ausgezogen; 
erstere ist eine Ellipse, letztere eine Hyperbel. Deide haben, wie 
schon früher bemerkt wurde, den Punkt (t1 v) gemein; au serdem 
schneiden sie sich noch in drei weiteren Punkten X Y Z, welch 
nach früher die Spuren der .Axen des Polarsy tems sowie des pan-
nungsellipsoides sind. Diese drei Punkte zu bestimmen, ist eine 
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Aufgabe dritten Grades, welche man am besten durch Probiren löst; 
man zeichnet nämlich in der Nähe <ler gesuchten Punkte kurze 
Strecken der beiden Kurven mit möglich ter Genauigkeit, mn ein-
fachsten vermittelst projectivi eher trahlen, und bestimmt auf diese 
Weise die Lage der Schnittpunkte. on den drei Axeu bezeichnen 
wir diejenige, welche innerhalb der Ordnungskurve liegt mit (0) Z; 
es werden dal.1er J Z und YZ von der Ordnung hyperbel ge clmitten, 
X Y da.gegen nicht. 0 mu der chnittpunkt der Höhenperpen-
dikel des Dreieckes X Y Z ein. 
Die Onlnung kurve erzeugt nun auch in jeder Seite des Drei-
eckes X Y Z eine Involution. Auf der eite ~~ Y sind zunächst X 
llnd Y einander conjugirt; vier weitere Punktepaare erhält man, 
wenn man die Verbindung linien <ler Punkte AB 'Jl mit Z, sowie 
die Polaren dieser Punkte mit XY zum cbnitte bringt. Insbesondere 
schneidet J.1f Z auf X Y den :Mittelpunkt ..11„ der Involution aus; 
s nkrecht über die·em fittelpunkte, in J, chneiden sich alle Halb-
krei e, welche üb r zwei conjugirten Punkten beschrieben werden. 
In gleicher Weise können die Involutionen mit Doppelpunkten 
in den beiden übrigen eiten X Z nnd Y Z construirt werden. Die 
Doppelpunkte Du und D„ sind die chnitte dieser eiten mit der 
rdnungskurve; die 'l'angeuten an diese cbnittpunkte gehen clurch 
Y bezw. X. 
Um sodann die Haupt~chnitte de' pannung~ernpsoitles zu er-
11alt n, klappen wir clie Ebenen (0) X Y, ( 0) l' Z und (0) Z X in 
die .l3ildfüicl1e nieder, wobei der Punkt (0) beziehnng weise nach 
O. O„ Ou füllt. Die Verbindung 'linien dieser Punkte mit X, Y, Z 
sind <li Axen der Scbnittellip en, die Yerbindungsliuien mit den 
Doppelpunkten D11 und D„ die Ordnung' trahlen der Involution der 
chnitte und Kräfte. 
Es banuelt sieb nun darm;n, die Längen der Hauptaxen des 
Ellip oides, mit anderen Woi·ten die :Maximal- und Minimalwerte 
der J: ol'mal pannung rJ zu finden. Wir nennen die drei Halbaxen 
rJ„ 1511 rJ.. Um die e Grö sen zu be timroen, haben wir zunächst die 
ine derselben, <J., willkürlich angenommen und von 0:. aus gegen 
Z hin aufgetragen. Errichtet man dann am Endpunkt dieser Strecke 
in Perpendikel bis zu des eo clmittpunkt mit dem Ordnungsstrahl 
O:.o D:. und legt durch diesen chnittpunkt und O.. einen Kreis, 
dessen Mittelpunkt auf o„ Z liegt, o entsteht eine, der Figur 12 
{ . 21 ) analoge Construction, und man ersieht sofort, dass die 
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Strecke, welche d1 zum Durchmesser ergänzt, gleich dlJ sein mus • 
Dieselbe Operation auf 00 Z ausgeführt {die Linien sind hier nicht 
ausgezogen) führt zu d„. Mittelst dieser drei Halbaxen können nun 
die Ellipsen (abge'ehen von der zunüchst noch willkürlichen Wahl 
von <51 ) in den umgeklappten Ebenen leicht gezeichnet weruen. 
In der umgeklappten Ebene (0) X Y haben die beiden <5 gleiches 
Zeichen; der Kreis der Figur 12 (oder entsprechender der Fig. lOt 
S. 16) hat daher hier die Differenz derselben zum Durchme er. 
Er ist infolge de. en so klein au. gefallen, da s er mehr zur Ueber-
sicht der Verhältnis e dient und nur vor ichtig zum onstruiren 
benützt werden darf. Dem Punkte U der Figur 10 ent pricht hier 
der Punkt U.; <lie Polare desselben geht durch den Punkt J, das 
Involutionscentrum der conjngirten Schnitte uud Kräfte. ~ach 
Figur 2 (Seite f>) sind hier auch di beiden (ae trichten) trahlen 
aus 01 bestimmt worden, welche zu den die Axenwinkel balbirenden 
Strahlen conjngirt sind; sie biluen die Diagonalen in dem der Ellip e 
umschriebenen Axenrechteck. 
Mittel t der Axenlangen können wir nuu die Lrrnge iraentl 
eines Strahle von (0) bestimmen. \ ir führen die·e B timmung 
vor allem für die drei trahlen <J„ <56 <J, au . Zn die em Zwecke 
klappen wir die Ebene (0) ß Z, welche <56 ans Z projicirt, in di 
Bihlliäche um; da\Jei gelangt (O) nach Oh. Der cbnitf der Ebene 
mit dem Ellipsoide ist eine Ellipse, deren eine Axe nach Z, und 
deren andere nach Zb, dem chnitte von B Z mit ~ ' l', gerichtet 
ist; die Länge der nach Z gerichteten Halbaxe i t <511 diejenige 
der andern, erb., findet man, wenn m n Z6 mit • Yerbindet und den 
entsprechenden Radius der Ellipse Oi bestimmt, wa · mi t l t zweier 
Kr i e über den Axen d„ und d0 ge cheben ka.nn ohne da ;, die 
Ellipse elbst gezeichnet zu werden braucht. In gleicher Wei e 
wird sodann die Strecke d 6 be timmt welche die Ellip e 066 auf 
dem nach B gerichteten 'trnhle a'bschneidct. ie -·trecken dhr 
und d6 sind von Oo. aus aufgetrageu, uie zn ihrer Ermittlung ver-
wendeten Hülfälinien dagea n wi der au gelö cht worden. 
üanz auf demselben \ ege wurden hierauf die pannungen d o 
und de constrnirt, erstere dw·ch Umklappen der Ebene (0) A 1', 
letztere durch Umlegen cler Ebene (0) C Y; die Punkte 0 11 unil 
0,0 sind, um das .1: acbzeichnen zu erleichtern, aufgetragen, die 
betreffenden Linien jedoch wieder an gelö cht worden. 
Wurde genau und richtig gearbeitet so ' erden nun die so 
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erhaltenen <5a 15b <Je wegen der willkürlichen Annahme von 11. zwar 
nicht gleich, wohl aber proportional den ursprünglichen, durch ihre 
Projection gegebenen Werten sein. Projicirt man jene normal zur 
Umlcgaxe zurück, so .wird man auf den Strahlen 0) .ABC drei 
Punkte erhalten, deren Verbindungslinien parallel laufen müssen zu 
den Verbindungslinien der Entlpunkte der gegebenen <1a <1b 11 •• Trifft 
<lie es zu, so kann man nun die willkürlich angenommenen Werte 
6)J '5u 11.r auf die Strahlen 0) X Y Z projiciren und durch Parallel-
linien ihre wahren Längen be. timmen. Da die er Vorgang leicht 
zu überblicken ist, so haben wir, um nicht allzu viel Linien zu 
erhalten, die auf der willkürlichen Annahme von 11. beruhenden 
'onstructionen ansgelöscht und nur die mit den richtigen Werten 
11" 6u 6 1 ausgeführten ausgezogen. 
In jedem der drei umgeklappten Hauptsclmitte ( 0) X Y Z er· 
gibt sich nun eine Ellip e al chuittfigm der Ebene mit dem 
Ellip oide. 
Von den drei Hnnptspannunaen i t, ab'olut genommen, <5. die 
o-rü te nnd '5u die kleinste; erstere wirkt jedoch, da sie ins Innere 
des r<lnnng kegels füllt, in entgegengesetztem Sinne wie die beiden 
anderen. -
:\Iit den vorstehencl be chriebenen Operationen kann unsere 
Aufgabe 1ler Hauptsache nach a1 erledigt ange ehen werden. Die 
gefundenen He ultate setzen uns in den tand, für jede gegebene 
SchniLtrichtuug die Richtung un<l Grö se der zugehörenden Span-
nnna Zll finden u11<l umgekehrt. Die , pur der chnittebene und 
<let· Durch tos pnnkt der ent precbenden Kraft liegen stets polar 
hin ichtlich der Ordnung kurre un<l clie Länge jedes trahles aus (0) 
wird <lm·ch Umlegen einer geeigneten Hülf: ebene erhalten. Um 
jeclo h die Verh~Lltni · e noch etwa klarer und vollständiger darzu-
stellen, sind noch <las Ellipsoid elb t und de ' sen chnitte mit dem 
Dreikant (O)Xl'Z, owie einige andere Elemente gezeichnet worden. 
er das Ellipsoid projicirend Cylinder berührt es in derjenigen 
Dnrcbmes crebene, welche zu dem auf der Bih1füiche senkrechten 
Durchmes er (0) 0 conju<rirt ist. Die pnr e die er Diametrulebene 
finden wir folgendcrmassen: Wir legen durch (O)OX eine Hülfsebeue 
trncl bestimmen den zu ihr conjugirten trabl e~; die er muss, da er 
zu (0) X coojugirt ist, in dem Hauptschnitte ( 0) Y Z, und da er zu 
(0) 0 conjugirt ist, in der gesuchten Durchme erebene liegen, somit 
tlio Bildfüi he in der Geraden e treffen. erbindet man den Punkt 
- 40 
Fx, in welchem die Li.nien X 0 und Y Z sich schneiden, mit 0 „ 
und bestimmt in der Ellip~e o„ den zu die. er Verbindung linie con-
jugirten Durchmesser, so i t dieser nichts anderes als der umge-
klappte Strahl e„; sein chnitt mit der Ellipse ist durch ein n 
kurzen Strich und den Buchstaben e,;' angedeutet; der Punkt E"' ' 
in welchem er die GeraJe Y Z trifft, ist sein Durchstosspunkt, 
also ein Punkt der pur e. Verbindet man E„ mit 0 und projicirt 
den Punkt e„' rückwärts, so erhiilt man den einen End1rnnkt de 
Durchmes"ers e„; der andere liegt in uleicher Entfernung von 0 
auf der entgegengesetzten Seite. Durch die e Endpunkte rrebt die 
das Ellipsoid darstellende Kurve, und die zu 0 X parallelen trablen 
bilden zugleich deren Tangenten. 
Die Punkte F„ und E„ sind hinsichtlich der Ellipse o„ einander 
conjngirt; ein Halbkreis über F„ E„ und einer über Y Z schncitlen 
sich im Punkte .f„' 1 aus welchem je zwei conjugirte Punkte der 
Geraden Y Z unter oinüm rechten ~ inkel projicirt werden. er 
Fusspunkt )[„' des Perpendikels aus J.e' i t der Mittelpunkt der In-
volution, wel ·he die conjugirt n Ellip entluri;hmcs er l1erau ~rhnciden. 
Auf dem nämlichen Wecre sind hieranf auch die trahlcn eu 
und e, coustruirt worden, welche den Ebenen (0) 0 }' und (0) 0 Z 
conjugirt sind. (Der Punkt Hu liegt aus"crhalb des Blattrande .) 
Ganz gleich wie vorhin ergeben sich hierbei je zwei weitere Punkte 
der Projectionsellips 1 und deren Tangenten sowie die Punkte .!/ 
und J.' und auf den Linien X Z und X Y tlie Mittelpunkte .M u' und 
.M/ der Involutionen coujurrirtcr Ellipsendurclm1e ser. Die Projection 
des Ellipsoides konnte hiernach leicht gezeichnet werd n. 
Die soeben be procheuen Involutionen, welche tlie Durchme er 
der Hauptellip cn auf den eiten des reiecke X Y Z berau -
~hneiclen, sind bekanntlich mit denjenigen der onjnrrirten choitte 
und Kräfte nicht identi ·eh. De, halb haben wir für X Y zw i v r-
schiedene Mittelpunkte N. und ;11/ und ben o zwei ver·chiedene 
Punkte .J. uncl .f,' erhalten. 
Da jeder der Strahlen e„ eu e, in einer Hauptebene de Ellip-
soides liegt, so gehen Jie Haupt ehnittkurvan ebenfalls dnrch deren 
Endpunkte und berühren daselbst zuuleich die chon früher ge-
zeichneten Tangenten. Da die drei Kurven überdies durch je zwei 
der Endpunkte von 6„ 611 <J, gehen, so unterliegt nuch ihre on-
struction keiner eh wierigkeit. 
Gleiclnvie die Ellipsen, in welchen da Ellip oitl von den Haupt-
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ebenen geschnitten wird, könnten auch die Schnittkurven mit dem 
Dreikant (0) AB 0 dargestellt werden. Bringt man die Seiten des 
Dreieck'3 .Aß 0 mit e zum Schnitt und projicirt die Schnittpunkte 
aus 0, so erhn.lt man auf der Projection des Ellipsoides die Punkte, 
in welcl1e11 letztere von jenen Kurven berührt wird; die gemein-
schaftlichon Tangenten können leicht construirt werden und die 
Endpunkte von 6 4 6b 60 bestimmen alle weitere. Um dils Blatt 
nicht zu übedaden, sind indes en die e Kurven nicht eingezeichnet 
worden. 
m beliebige Ebenen durch (0) 0 leicht umlegen zu können, 
ü;t es zweckmäs. ig, vorerst die Länge des in die er Linie liegenden 
Ellipsoidenstrahles zu ermitteln. Wir erhalten sie durch Umlegen 
der Ebene (0) 0 Z; der Punkt (0) kommt hierbei nach 00 zu liegen; 
die eine Halbaxo clor chnittellipse i t 61; die andere wird erhalten, 
wenn man ZU mit X Y zum chnitt bringt und den nach dem 
, chnittpunkte gerichteten Hadins der Ellipse o. bestimmt; Yer-
rnittelst dieser beiden Werte kann der durch 0 gehende Hadins der 
nmgelrgten Ellipse leicht constmirt werden. Er ist von 0 0 aus 
nach unten hin aufgetragen und mit 6 0 bezeichnet worden. 
In all n chnitteu durch (0) 0 i t dieser trahl dem in der 
J~bene (0) e liegenden conjugirt, und das Zeichnen der chnittellipsen 
kann daher ohne Zuhülfenahme der Ha.npt·chuitte vorgenommen 
wenlen. ·wir wollen noch zeigen, wie man nach diesem kürzeren 
Verfahren diejenige Ebene umklappt, welche den der Bildebene con-
jngirten Dnrchmes er, al. o den höch ten und tief'ten Punkt des 
Ellip·oides bezüglich der Bildfläche enthält. 
Der Durch tosspunkt .J.11' dieses Durchme'sers ist in dem durch 
das Ellipsoid erzeugten Polar rtem der unendlich fernen Geraden 
conjngirt, somit der chnittpunkt der Geraden X „11„', Y .N1/, Z llf:'· 
Klappt man nun die durch (0) 0 .1.ll' gelegte Ebene um, so fällt (0) 
nach 0,„; die Hülfsobene s •hneidet die Gerade e im Pnukte R111 ; 
dann sind 01110 und 0,,, !C111 conjugirte Durchme er der chnittellip e; 
trägt man nun von 0 '" aus in der Richtung nach 0 die Strecke 6 0 
auf und legt durch den Punkt, in welchem 0 E„, die Projection des 
Ellipsoide chneidet, eine Parallele zu 0 0,.., so erhält man die 
bezüglichen Kurvenpunkte und kann die Ellipse einzeichnen. Hierauf 
läs t sich leicht derjenige Punkt be timmen, der von 0 E,,. am 
weitesten absteht, und dnrch Zurückklappen findet man den Punkt 
T, in welchem das Ellipsoid von einer zur Bildfläche parallelen 
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Ebene berührt wird. Der höchste Punkt T' de selben befindet sich 
in gleicher Entfernung von 0 auf der gegeniiberliegencien eite. 
Der Punkt M' ist zugleich der Mittelpunkt derjenigen Kurve, 
in welcher das Ellip oid von der Bildebene geschnitten wird. Da 
die Punkte, in welchen die Linien X Y X Z und 0 .11.' die ihnen 
entsprechenden Schnittellipsen treffen, dieser Kurve angehörPn, so 
ist auch sie vollständig bestimmt. 
Es bleibt jetzt nur noch übrig, die Durcbdringungskurve des 
Onlnnngskegels und des Ellipsoide zu zeichnen, welche bekanntlich 
•eine Raumkurve vierter Ordnung ist. 
Da beide Flächen innerhalb der acht, durch die Hauptschnitte 
gebildeten Dreikante in ebenso .viele, vollkommen gleiche congruente 
oder symmetrische Teile zerfallen, so mns auch die Dnrchdringung-
kurve aus acht solchen Stücken bestehen; in Folge dieser Congruenz 
und Symmetrie wird sie daher aus dem unendlich fernen :Punkte 
jeder Axe so auf den conjngirten Haupt clrnitt projicirt, da anf 
jedem Projectionsstrahle zwei Kurvenpunkte liegen. In die-em Falle 
ist aber der l'rojectionskegel (hier Projectionscy linder) ein Kegel 
zweiter Ordnung; die Projectionen d„ d11 d, der Durchdrinrrungs-
kurve auf die Hauptschnitte ind daher Kegelschnitte. eberdie 
fallen die Axen dieser Kegel chnitte iufolge der hervorgehobenen 
Symmetrie mit denjenigen der Hauptschnittellip en zn ammen. 
Da die Spitze de Ordnung:skegels im Innern des Ellip ·ohles 
liegt, so zerfällt die Durchdringung:kurve in zwei getrennte, doppelt 
gekrümmte Ringe, durch deren Mitte die .Axe 0 Z rreht. Diese 
Ringe projiciren sich auf die X Y-Ebene als ganze Ellip»e d,; die 
Halbaxen derselben können in den umgelegten Ebenen (0) X Z und 
(0) Y Z direct abgegriffen werden; sie sind gleich den .Ab ci 'en der 
Punkte, in welchen die Rauptellip en von den Doppelstrahlen (0uIJ 11 
beiichnngsweise 0:.. D :..) geschnitten werden. Die Projection d„ auf 
die Y Z-Ebene be tebt ans zwei Ellip enstücken, welche durch clie 
oben genannten chnittpunkte begrenzt werden; ihre Halbax auf 
der z-Axe wird in der Ebene Ou als Ordinate des dortigen chnitt-
punktes abgegriffen. Auf gleiche Wei e findet man entsprechentle 
Punkte in der ZX-Ebene, woselbst die Projection aus zwei Hyperbel-
stücken besteht. 
Ziemlich rasch kann nun die Projection der Dnrchdringungs-
kurvc selbst gezeichnet werden. Den vier Axenendpunkten J.er 
Ellipse dz entsprechen acht Punkte der elben, welche paanvei e auf 
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Strahlen durch 0 liegen; ihre Tangenten laufen mit 6 x oder <5 11 
parallel. Schreibt man ferner dieser Ellipse ein beliebiges Rechteck 
ein, dessen Seiten den Axen parallel laufen, so entsprechen den vier 
Ecken acht Punkte der Kurve, welche zusammen ein rechtwinkliges 
Parallelopiped bilden ; die Kanten desselben bilden in der Projection 
drei mal vier Parallellinien zu den drei Hauptaxen. Die Strahlen 
aus 0 sodann, welche die Schnittpunkte der Linie e mit der Ord-
nungskurve projiciren, bestimmen auf der Projection des Ellipsoides 
dia vier Stellen, in welchen die e von der Durchdringungsknrve 
berührt wird. Die Tangenten aus 0 an die Ordnungskurve sind 
zugleich anch Tangenten an die Durchdringungskurve. 
m endlich im Allgemeinen einen Punkt dieser Kurve auf 
irgend einem Strahle des Ordnungskegels zu erhalten, der durch 
seine pur auf der Hyperbel gegeben ist, ha.t man die gegebene 
pur aus den Ecken des Dreiecks X Y Z auf 1.lie gegenüberliegenden 
Seiten zu projiciren und die erhaltenen Puo kte mit 0 „11 a zu 
verbinden; dann sind die e Verbindung linien die Projectiouen 
des gegebenen 'trahlea auf <lie Hauptebenen und schneiden daher 
auf den Projectionen cl„u• der Durchtlringangskurve den gesuchten 
Puukt n.us. . 
Auf der Tafel sind indessen die~e letzteren Constructionen 
nicht mehr zur Darstellung gebracht worden, weil die Zeichnung 
schon ohnedies allzu viele Linien be itzt. 
10. Ver chieclcne Be timmuncr wei ende Polar ystem . 
Zug- und Druckkurven in Kör1>ern. 
In der vorigen Nummer haben wir angenommen es sei ein 
Dreikant gegeben, dessen Kanten den gegenüber liegenden Seiten 
conjugirt sin<l, und haben daraufhin da~ Polarsystem der chnitte 
ttntl Krlifte, die Axenrichtungen un<l das panuung ellipsoid abge-
leitet. In diesem Falle können die in den drei Kanten wirkenden 
Kräfte ganz beliebige Werte haben un<l das Polarsystem wird erst 
durcb Zusammensetzung dieser Kräfte bestimmt. Allein so bietet 
ich der Fall in der Praxis nicht leicht dar, sondern es werden in 
der Regel beliebige Schnitte und die dazu gehörigen Kräfte gegeben 
sein. Es handelt sich nun noch darum, wie auch in diesem Falle 
das Spannnngsellipsoid construirt, mit ander.eu Worten, auf welche 
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Weise die verschiedenen möglfohen Fälle auf den auf der Tafel 1 
behandelten zurückgeführt werden können. 
Wir schicken voraus, dass durch das Polarsystem der Schnitte 
und Kräfte auch die Richtungen und das Verhältnis der Axeu im 
Spannungsellipsoid gegeben sind; denn da senkrecht aufeinander 
stehenden Schnittflächen conjugirte Dnrchrne er des Ellip oiucs ent-
sprechen, ist dmch das Polarsystem der Schnitte und Kräfte auch 
da jenige des Ellipsoides bestimmt; die Hauptaxen fällen jn beiden 
Systemen bekanntlich zusammen. Wird uaher noch die Grösse einer 
• einzigen Kraft gegeben oder angenommen, so ist das Spannung -
ellipsoid vollständig bestimmt. 
Wenn nun drei beliebige Ebenen als Schniite gegeben sind, 
so besteht zwischen den zugehörigen Kräften eine gewisse Ab-
hängigkeit. Nach der Nummer 8, Seite 26, müssen nämlich, wenn 
die Kräfte parallel zn den Schnittlinien der drei Ebenen zerlegt 
werden, j'3 zwei Componenten, die sich auf einer Kaute schneiden, 
sieb zueinander umgekehrt verhalten wie die Sim1 e der ent-
sprechenden Kantenwinkel. 
. Damit identisch ist die Foruernng <ler Geometrie, dass das 
Dreikant der Ebenen und das der Kräfte perspectiYisch liegen. 
(Vgl. S. 29 .) Sind AB C die rlrei Ebenen und ab c die Kraft-
richtungen so müssen sich die Ebenen a (B C), b (CA) und c (.AB) 
in einer Geraden s des Bündels schneiden, oder, was das'elbe oe-
dentet, es mü sen die Schnittlinien A(bc), B(ca) und C(ab) irr 
einer Ebene S liegen. Es können daher nur die H.icbtungcn Yon 
a und b ganz willkürlich angenommen werden die dritte Linie c 
ist an die Ebene s (AB) gebunden. Wählt man sie in die er Ebene, 
so ist das Polarsystem durch die Panre A a, B b, C c und ... s be-
stimmt und es können der Mittelpunkt desselben, die Ordnungs-
kurve und die Hauptaxen ii.lmlich wie in der Yorigen Nummer 
con truirt werden. Wird no h die Grö'se irgend einer Kraft an-
gegeben, so ergibt sich anch das Spannnngsellipsoid. 
Der biemit besprochene Fall dürfte in der Praxis am häufigsten 
vorkommen. Bequemer liegen die Verhältnisse, wenn zwei Ebenen 
A, B und die Richtungen ci, b gegeben sin<l und die auf die Ebene 
(ab) = 0 wirkende Kraft in der Linie AB = c liegt; denn dann ist 
in der Ebene 0 der Strahl a mit der Spur von A, sowie der Strahl b 
mit der Spur .von B involutorisch gepaart, und mau gelangt somit 
ohne weiteres auf ein Poldreikant. Die Grössen der drei in a b c 
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wirkenden Kräfte sind hierbei voneinande1· ganz unabhängig. Ist 
überhaupt auf die eben angegebene oder auf irgend eine andere 
Weise die Involution der Schnitte und Kräfte in einer Ebene des 
Bündels und die auf !.liese Ebene wirkende Kraft bekannt, so braucht 
man nur noch zu einer beliebigen zweiten Ebene die entsprechende 
Kraft zu kennen, um alles fest zu legen ; dabei müssen jedoch in 
der ersten Ebene die Spur der zweiten und die Spur der die beiden 
Kräfte enthaltenden Ebene einander conjugirt sein. 
Von dem Satze, dass ein Polar ystem auch durch ein Fünfkant 
gegeben sein kann, in welchem jede Kante der gegenüberliegenden 
eite zugeordnet ist, winl man in der Statik der inneren Kräfte 
wohl nie Gebrauch zu machen haben. -
Wären für alle ;Punkte eines Körpers die PolarsystAme der 
Schnitte und Krii.fte bekannt, so könnte man in ähnfü:her Weise, 
wie es in der N nmmer 7, Seite 22, für <lie Ebene angedeutet ist, 
auch das Wirken der Kräfte im Innern von Körpern darstellen . 
Für irge11Ll einen Punkt seien die drei Axenrichtnngen bestimmt 
worden; dann kann mau in je<ler der drei Richtungen zu einem 
benachbarten Punkte übergehen nnd für diesen dieselbe Bestimmung 
ausführen, und in dieser Weise weiter fahren. Von Punkt zu 
Punkt werden sich die Hichtungen lang am ändern, und man erkennt 
leicht, dass man auf diesem Wege im Innern des Körpers drei, im 
Allgemeinen doppelt gekrümmte Linien oder Trnjectorien erhält. 
Beginnt man die Construction dieser Linien in den zweimal unend-
lich vielen Punkten, welche einen beliebigen Querschnitt eines 
Körpers füllen, so bekommt man für jeden derselben drei Trajec-
torien, im Ganzen also drei Systeme von zweimal unendlich vielen 
Linien, von denen jedes den ganzen H.aum ausfüllt. Wo zwei Linien 
verschie<lener Systeme sich schneiden, bilden sie miteinander· einen 
rechten Winkel. Die unendlich kleine Fläche, welche in diesem 
Schnittpunkte die sich schnei<lenden Linien berührt, erfährt nur 
normale und keine transversalen Spammngen. 
Leider ist diese Darstellung im Allgemeinen praktisch unaus-
führbar. Die Zeichnung der vorigen Nummer hat gro.se Mühe und 
verbii1tnismässig viel Zeit gekostet, kostet auch dann noch viel 
Zeit, wenn man sich auf die Bestimmung der Axenrichtungen 
beschränkt; diese Bestimmung für etwa hundert Punkte, was sehr 
wenig wäre, auszuführen, ist eine .Arbeit, welche die Kräfte und die 
Zeit, die auf irgend ein Projekt verwendet werden können, weit über-
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steigt. Nur in einzelnen speziellen Fällen, wo 1on den 9 Compo-
nenten der Figur 14 mehrere gleich null werden, und die Trajec-
torien infolge dessen gewissen einfacheren Gesetzen folgen, mag es 
gelingen, dieselben für ein Beispiel zur graphischen Darstellung zu 
bringen. Wenn sich speziell für jeden Punkt des liörpers ein Schnitt 
angeben lässt, für welchen die Kraft gleich null wird, so gehen 
die Spannungsellipsoide in ebene Ellip en über, und die Trajectorien 
lassen sich in diesem Falle mit Hülfe der für die Ebene abgeleiteten 
Methoden und Regeln bestimmen. Wir werden in der Nummer 26 
einen solchen Fall behandeln. Im Uebrigen wird man sich wenn 
·überhaupt etwas geschehen soll, darauf bescbriinken, Yon den räum-
lichen Verhältnissen einfach Abstand zu nehmen und die Zug- und 
Druckkurven in ausgezeichneten ebenen Schnitten zu construiren. 
Zweites Kapitel. 
Gleichgewicht zwischen äusseren 
und inneren Kräften. 
11. Die an einem Balken wirkenclen Kriifte 
im Allgemeinen. 
Während die im vorigen Kapitel abgeleiteten Ge etze allge-
meine Gültigkeit besitzen, werden wir in der Folge. clie Bedürfni se 
des Bauwesens besonders berücksichtigend, uns speziell mit stab-
oder balkenförmigen Körpern beschäftigen. 
Unter einem Balken oller Träger denken wir un einen stah-
förmigen Körper, der durch die Bewegung einer ebenen Figur in 
der Art erzeugt wird, dass der Schwerpunkt der Figur eine .cou-
tinuirliche Bahn beschreibt, während die Figur se1b t auf die er 
Bahn beständig normal steht. Die Bahn des Schwerpunktes nennen 
wir die A x e des Balkens und die sich bew gende Figur die Quer -
schnitt s fl ä c h e oder kurz den « Sc h n i t t> des Balkens. 
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Die A.xe braucht nicht notwendig eine gerade Linie zu sein; 
doch sind scharfe Krümmungen und Ecken im Allgemeinen aus-
geschlossen, so dass zwei benachbarte Schnitte noch als parallel 
angesehen werden können. Ebenso braucht die Figur nicht constant 
zu sein; doch wird vorausgesetzt, dass sie sich im Verhältnis zu 
ihrer Ausdehnung nicht wesentlich ändere, so dass jedem Elemente 
des einen Schnittes ein annähernd gleich grosses und gleich ge-
legenes des benachbarten Schnittes zugewiesen werden kann. Ferner 
wird angenommen, dass die Länge der Axe in der Regel mindestens 
drei- bis viermal so gross sei als die grösste Dimension· des Schnittes 
und dass der erzeugende Schnitt denselben körperlichen Raum nicht 
wiederholt beschreibe. 
Die Bestimmung des Balkens besteht darin, Kräfte zu über-
tragen. Der über einen Bach gelegte Balken zum Beispiel über-
trägt die Lnst eines auf ihm stehenden Wagens auf die an den 
Ufern gelegenen Stützpunkte oder Widerlager. Man kann das Ge-
wicht des Wagens in zwei Seitenkräfte zerlegen, die durch die 
"'Widerlager gehen untl Jort durch die Gegendrücke dieser letzteren 
aufgehoben werden, so dass diese Gegendrücke oder Reactionen mit 
dem Gewichte des Wagens im Gleichgewicht stehen. Der Zu-
sammenhang tlieser drei Kräfte wird durch den Balken vermittelt, 
und dabei entstehen, wie schon am Beginn des vorigen Kapitels 
auseinandergesetzt wurde, in dem Balken sogenannte innere Span-
nnngen. Teilt man den Balken durch einen wirklichen Schnitt in 
zwei Teile, so hören dadurch die inneren Kräfte in diesem Schnitte 
zu wirken auf; die Uebertrag11ng der Last auf die beiden Wider-
lager wird gestört und jeder der beiden Balkenteile müsste unter 
dem Einfius der an ihm wirkenden, nicht mehr im Gleichgewicht 
befintllichen Kräfte in Bewegung geraten. oll der Balken in seiner 
ruhigen Lage verharren, so müssen daher nicht nur die ämtlichen 
änsseren Kräfte sich das Gleichgewicht halten sondern es müssen 
anch in jedem Querschnitte innere Kräfte wirksam sein, die sowohl 
mit den links, als auch mit den rechts vom Schnitte angreifenden 
äusseren Kräften im Gleichgewicht stehen. 
Aus dieser Ueberlegung folgt, dass die Iittelkrnft der ausser-
halb eines Querschnittes angreifenden äusseren Kräfte stets gleich 
und entgegengesetzt den in diesem Schnitte wirkenden inneren 
Kräften sein muss; den Zusammenhang der frnsseren und inneren 
Kräfte, die Verteilung der genannten Mittelkraft über den Quer-
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schnitt zu untersuchen, ist der Zweck dieses zweiten Kapitels. 
Wir beschränken uns hierbei darauf, die Grösse dieser inneren Kräfte 
zu bestimmen, ohne auf die Frage einzutreten, ob diese Kräfte zu 
gross seien oder nicht, das heisst ohne zu prüfen, ob das :Material 
sie ohne Gefahr oder Nachteil auszuhalten im Stande sei oder nicht. 
12. Die Verteilung der ftu eren Kriifte 
über einen Balkenquer chni tt. 
Wie auch die ausserhalb eines Balkenquer·cbnittes wirkenden 
Kräfte beschaffen sein mögen, so lassen sie sich bekanntlich stets 
überführen in eine durch den Schwerpunkt S des Quer chnitts 
gebende endliche Kraft und eine unendlich kleine, in der unendlich 
fernen Ebene wirkende Kraft, ein Kräftepaar. Wir zerlegen nun 
Fig. 16. 
p 
(Figur 16) die erstere Kraft in eine zum Quer-
schnitt normale Componente P und eine im 
Quer ·chnitt liegende Kraft Q. Ebenso zer-
legen wir die unendlich ferne Kraft in zwei 
unendlich ferne Kräfte oder zwei Kräftepaare, 
von denen das erstere in einer zum Querschnitt 
senkrechten Ebene liegt, al o um eine im 
Querschnitt liegende Gerade S 111 dreht, wäh-
rend das andere in der Querschnitt ebene wirkt, 
somit die Balkenaxe zur Drebaxe bat; das 
Moment des ersteren Kräftepaares nennen wir 
j}f, dasjenige des zweiten 1ll,. 
Die vier Kräfte, welche man auf diese Weise erhält, bean-
spruchen den Querschnitt auf vier deutlich zu unterscheidende Arten: 
Die Kraft P wirkt auf Zug oder, wenn sie die entgegengesetzte 
Richtung besitzt, auf Druck, die Kraft Q auf Abscheren, das :Mo-
ment J.ll auf Biegung und das :Moment jJft auf Abdrehen (Torsion). 
In der Praxis kommen diese vier Krlifte teils einzeln , teils zn 
zweien oder dreien vereinigt vor; selten finden sie sich sämtlich 
beisammen. Speziell in den Bauconstructionen fehlt in der Regel 
die auf Torsion wirkende unendlich ferne Kraft, die einzige, welche 
die Balkenaxe (beziehungsweise die an dieselbe in S gelegte Tan-
gente) nicht schneidet. Dagegen spielt das Torsionsmoment im 
Maschinenbau eine wesentliche Rolle. 
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Da die Kraft P und das Kräftepaar M in der nämlichen Ebene 
liegen, so können sie zu einer Kraft vereiuigt werden; man erhält 
dann (Figur 17) eine gleich grosse und auf dem Schnitt normal 
p 
stehende Kraft P, welche jedoch den Quer-
Fig. 17. schnitt ansserhalb des Schwerpunktes, im 
«Angriffspunkte> A. trifft. Dabei steht die 
Linie SA auf der Drehaxe des Momentes llil 
senkrecht. (In der Figur 16 hat man sich 
den Richtungspfeil von M entgegengesetzt 
zu denken.) In gleicher Weise lässt sich die 
Kraft Q mit dem Momente M1 zu einer 
parallel verschobenen, aber noch immer im 
Schnitte l~egenden Kraft zusammensetzen. 
Die äusseren Kräfte erscheinen somit auf 
zwei endliche, in der Figur 17 eingezeichnete 
Krüftc übergeführt, und der Gedanke liegt na~e, diese beiden Kräfte, 
von denen die eine normale, die andere transversale Spannungen im 
Querschnitt hervorruft, vollständig getrennt und voneinander un-
abhängig zu behandeln. Wir werden dieses in der Folge thun, 
bemerken indessen schon jetzt, dass wir, um den Einfluss der Trans-
versal- oder Querkraft Q zu bestimmen, genötigt sein werden, sie 
wieder in ihre beiden Bestandteile zu zerlegen. 
Die als bekannt vorausgesetzten äusseren Kräfte lassen sich auf 
die verschiedenartigste Weise über einen Balkenquerschnitt verteilen, 
und unsere Aufgabe wäre unbestimmt, wenn diese Verteilung nicht 
durch mehr _oder weniger richtige Voraussetzungen beschränkt würde. 
Die erste dieser Voraussetzungen ist die, dass der Balken nur 
so schwach belastet werde, dass seine elastischen Formänderungen, 
selbst bei einer grösseren Länge des Balkens, dieser Längenaus-
dehnung gegenüber vernachlässigt werden können. Würde eine 
Brücke unter dem darüber weg gehenden oder fahrenden Publikum 
sich stark biegen und schwanken, so würde dieses nicht allein ge-
ängstigt werden, sondern es könnten auch durch die in Schwankung 
geratenen Massen lebendige Kräfte erzeugt werden, auf die man 
nicht gerechnet hatte, 1md durch welche der Bestand des Bauwerks 
gefährdet werden könnte. Es. muss daher schon die Möglichkeit solcher 
Schwankungen oder Vibrationen von vornherein vermieden werden. 
Ebenso vernachlässigen wir die Formänderungen im Quer-
schnitte selbst und nehmen an, dass ein Schnitt, der vor der 
4 
-. 
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Beanspruchung eben war, es auch nach derselben ist. 
Dies hindert uns jedoch nicht, mit den kleinen Formänderungen zu 
rechnen und unter anderem die Linie zu bestimmen, in welcher sich 
zwei ursprünglich parallele Schnitte schneiden, oder auch diejenige 
Linie, um welche der eine Schnitt gegenüber dem andern eine 
Drehung vollführt. 
Die zweite Hypothese besteht darin, dass wir annehmen, die 
zur Axe des Balkens parallelen Spannungen bewirken proportionale 
Längenänderungen der betreffenden Körperelemente, mit andern 
Worten, die Aendernngen in der Entfernung zweier be-
nachbarter Schnitte seien für je zwei entsprechende 
Punkte der örtlichen Spannung proportional. 
Diese Annahme ist, wie Experimente gezeigt haben, für einige 
Baumaterialien, namentlich für Walzeisen und Stahl vollkommen 
zulässig; für andere trifft sie nur annähernd zu. Bei ersteren gilt 
sie freilich auch nur innerhalb der Elasticitätsgrenze (vgl. Seite 1); 
da jedoch bei unsere'n Bauconstructionen mit wenig Ausnahmen 
bleibende Formänderungen ausgeschlossen sind, das heisst die in der 
Praxis vorkommenden Spannungen sich stets innerhalb der Elastici-
tä.tsgrenze bewegen, so sind wir berechtigt, obige Annahme unseren 
nachfolgenden Untersuchungen zu Grunde zu legen. Uebrigens soll 
später (Nr. 29 ) an einem Beispiele gezeigt werden , wie sich die 
Verhältnisse bei Ueberschreitung dieser Grenze gestalten. 
Aus der Vereinigung unserer beiden Annahmen folgt sofort, 
dass in jedem Querschnitte die zur Axe parallelen 
Spannungen proportional ihre1· Entfernung von einer 
geraden Linie zunehmen. Denn wenn zwei benachbarte Quer-
schnitte vor und nach der Beanspruchung, das heisst vor und nach 
der elastischen Formänderung des Balkens eben sein sollen, so muss 
der gegenseitige Abstand je zweier entsprechender Punkte ich pro-
portional ihrer Entfernung von einer geraden Linie lindern; es ist 
dies die Linie, um welche sich der eine Schnitt ein wenig dreht, 
während der andere festgehalten wird. Wenn aber die Spannungen 
sich zueinander verhalten wie die Aenderungen dieser Abstände, so 
sind sie ebenfalls den Entfernungen der betreffenden Körperelemente 
von dieser Linie proportional. 
Diese Linie, welche in jedem Querschnitte eine bestimmte Lage 
einnimmt, nennt man die neu t r a 1 e .A x e des Schnittes; bei Be-
wegung des letzteren beschreibt sie eine Regelfläche, die neu t r a 1 e 
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Schichte des Balkens. Da die parallel zur Balkenaxe gerichtete 
Spannung in ein und demselben Querschnitte proportional der Ent-
fernung von der neutralen Axe zunimmt, so folgt, dass sie zu beiden 
Seiten der neutralen Axe verschiedenes Zeichen hat und in dieser 
Axe selbst gleich null ist. • 
Die beiden angeführten Voraussetzungen genügen, um die 
inneren Spannungen eindeutig zu bestimmen, so lange die ausser-
nalb eines Querschnittes angreifenden Kräfte sich derart zusammen-
setzen lassen, dass ihre Mittelkraft, beziehungsweise ihre Mittel-
Jcräfte mit der in diesem Schnitte an die Balkenaxe gelegten Tan-
gente in einer Ebene liegen , mit anderen Worten so lange die 
Mittelkräfte diese Tangente schneiden. Wie schon oben bemerkt 
wurde, wird diese Bedingung nur von den drei ersten der in der 
Figur 10 eingezeichneten Kräfte, das beisst von P, Q und lYI erfüllt; 
um den Einfluss des Torsionsmomentes illt zu ermitteln, müssen 
wir noch weitere Annahmen zu Hülfe nehmen, worüber die Num-
mern 16 und 17 näheren Aufschluss erteilen. 
Die unseren Ableitungen zu Grunde liegenden Hypothesen 
können freilich nur als Annäherungen an die Wirklichkeit betrachtet 
werden und die nachfolgenden Resultate dürfen keinen Anspruch 
auf absolute Richtigkeit machen. Will man die vorliegende Auf-
gabe mit voller Schärfe durchführen, so muss man an die elasti-
.schen Formänderungen unendlich kl1liner Körperelemente anknüpfen 
und der Forderung genügen, dass sowohl die auf diese Elemente 
wirkenden inneren Kräfte unter sich im Gleichgewicht, als auch 
·die Formänderungen der Elemente unter sieb im Einklang stehen. 
Diese Behandlungsweise der Festigkeitslehre ist zwar von Saint-
V e n an t · und Andern wesentlich gefördert worden, bietet jedocll 
:zunächst mehr wissenschaftliches Interesse, und so lange es nicht 
.gelingt, die Früchte dieser Studien in fasslicherer, knapper Form 
vorzuführen, wird der Techniker es vorziehen, zu mehr oder weniger 
unsicheren Voraussetzungen seine Zuflucht zu nehmen. Ueberdies 
.berechtigen die Ergebnisse dieser Studien zu der Annahme, dass 
die auf Grund obiger Hypothesen aufgebaute Theorie der inneren 
.Spannungen, welche in ihren wichtigsten Teilen von Navier her-
rührt, nicht wesentlich von der Wirklichkeit abweicht, so dass sie, 
.namentlich angesichts der ungleichen Beschaffenheit des in der Bau-
technik zur Verwendung gelangenden Materials, als für technische 
.Zwecke vollkommen genügend bezeichnet werden darf. 
4"' 
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13. Die normalen Spannungen im Querschnitte. 
Wir gehen nun darauf über, die Spannungen zu bestimmen, 
welche die im Punkte A (Fig. 17) angreifende Normalkraft P im 
Querschnitte des Balkens hervorruft. 
Da . diese Spannungen , wie in der vorigen Nummer erklärt 
worden ist, ihrer Entfernung von einer geraden Linie proportional 
• wachsen, so gehören sie zu denjenigen Kräften, welche schon im 
ersten Bande von Culmanns «Graphischer Statik>*) im Anschluss 
an das Trägheitsmoment besprochen worden sind. Wns dort (S. 417) 
von einem System paralleler, an einem ebenen Querschnitte wirkender 
Kräfte gesagt ist, deren Intensität ihrer Entfernung von einer 
neutralen Axe proportional ist, gilt ohne weiteres auch von den 
durch P bewirkten Normalspannungen. Der Wichtigkeit des Gegen-
standes entsprechend, sollen jedoch jene Ergebnisse hier nochmals 
abgeleitet und durch einige weitere ergänzt werden. 
Der in Untersuchung stehende Querschnitt habe die in der 
Figur 18 dargestellte Form: S sei sein Schwerpunkt, .A der An-
griffspunkt der Kraft P und N N die neutrale Axe. Da die Kraft P 
nach früher als Mittelkraft einer gleich grossen, im Schwerpunkt 
Fig. 18. 
angreifenden Kraft und eines Kräftepaares 
vom Momente M anzusehen ist, so ergibt 
sich die einfache Beziehung : 
M=P.AS=P.p. 
Da die spezifische Spannung der Entfernung 
von N N proportional zunimmt, so erreicht 
sie ihre absolut grössten Werte in di>njenigen 
beiden (in der Figur besonders bervorge-
N1----t__...,,tzr-'!-t---1.N hobenen) Punkten, welche am weitesten 
von N N abstehen. 
6' 
Wir legen nun durch S ein schiefwink-
liges Coordinatensystem und zwar so, dass 
die y-Axe durch A geht und die x-A:xe 
parallel zur Linie N N läuft. Bezeichnet man sodann die Coordinaten 
eines beliebigen Flächenelementes LJ F mit x und y, sowie die Or-
1linate der neutralen Axe mit n, so ist gemäss unserer Annahme 
*) Verlag von 1eyer & Zeller, Zilrich, 1875. 
- 53 -
eines eben bleibenden Schnittes die in L1 F herrschende spezifische 
Spannung dem Werte y + n proportional. Bezeichnet man noch 
die Ordinate des obersten, von der neutralen Axe am weitesten ab-
stehenden Punktes mit e und die in diesem Punkte wirkend~ Span-
nung, das ist die grösste aller vorhandenen Zugspannungen, mit 6, 
so verhält sich offenbar die im Flächenelemente 'Lf F herrschende 
Spannung zu 6 wie y + n zu e + n; erstere ist daher gleich 
y+n 6. ~--
e +n 
l\foltiplicirt man diesen Wert mit .d F, so erhält man die ganze 
das Element beanspruchende Kraft. • Da nun nach früher die Kraft P 
diese inneren Spannungen hervorruft und die Mittelkraft derselben 
ist, so erhalten wir sofort die Gleichung 
P _-.;:. y+n F -J:J6. .LJ 
e +n 
oder, da 6, e und n constante, von der Lage des Elementes un-
abhängige Werte sind, 
p = _d_ 2(y+n) .dF = -6-(~ y. L1F+n2'LJF). 
e+n e+n 
Die erste der in der Klammer vorkommenden Smumen ist aber 
gleich null, da sie das statische Moment der ganzen Fläche, be-
zogen auf eine Schwerpunktsaxe darstellt; neunt man dann noch 
den Flächeninhalt der ganzen Figur F1 so wird die Normalkraft 
p = 6nF (l) 
e + 12 
und die grösst.e Zugspannung 
.P ( e) 6=-l+-· F · n (2) 
Führt man an Stelle von 6 die Spannung 6 1 ein, welche in 
dem unteren der beiden entferntesten Punkte herrscht, dessen Ordi-
nate, absolut genommen, gleich e' ist 1 so erhält man die kleinste 
aller Spannungen 
6 1 = P.. (1 - !___), ]1 n (3) 
Wenn die neutrale Axe den Querschnitt schneidet, wie es in der 
Figur 18 angenommen ist, so ist e' grösser als n, und 6' wird 
negativ, bezeichnet somit eine Druckspannung. 
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Die Spannung in einem beliebigen Punkte mit der Ordinate '!I 
erhält man, wenn man 6 mit Y + n multiplicirt. Speziell im 
e + n 
Schwerpunkt herrscht daher (y = 0) die Spannung 
p 
6, = p· (4) 
Die Spannung, welche der Querschnitt im Schwerpunkt erfährt, ist: 
• demnach von der Lage der neutralen Axe unabhängig und stets s<> 
gross, als ob die Kraft P über den ganzen Querschnitt gleichförmig 
verteilt wäre. 
Wenn aber P die Mittelkraft aller inneren Normalspannungen 
ist, so muss auch das statische Moment von P der Summe der 
statischen Momente sämtlicher Spannungen gleich sein. 
Beziehen wir die Momente zunächst auf die x-Axe, wobei wir 
sämtliche Hebelarme parallel zur y-Axe messen, so folgt 
JI = P.p = ~ 11. y+ n. aF. y 
e+n 
oder mit Rücksicht auf die Unveränderlichkeit von 11, e und n. 
6 
_,lf = P. p = -- ~ (y2 + ny) J F 
e+ n 
= -
6
- ( 2 y2 • LI F + n ~ y . L1 F). 
e+ 11 
Das zweite Glied in der Klammer verschwindet wie vorhin; Jas 
erste dagegen ist nichts anderes als das Trägheitsmoment der Figur, 
bezogen auf die x-Axe; setzt man 
so wird 
~ y2 • LIF = J, 
.i.ll = p . p = _!__J_. 
e + n 
(5) 
In diesem Ausdrucke sind die Längen p, e und 11 strcnu ge-
nommen parallel zu AS zu messen; dasselbe gilt von den y bei der 
Berechnung von J. Es macht jedoch offenbar keinen Unterschied, 
wenn man diese sämtlichen Werte senkrecht zur x-A.xe misst. 
Bezieht man zweitens die stati eben Momente der Kraft P und 
der ihr entsprechenden inneren Spannungen auf die y- Axe, s<> 
ergibt sich 
P. 0 = ~ 6. Y + n . aF. x 
e+n 
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oder auf Grund der vorigen Ueberlegungen 
d 0 = -- ~X • y . L1 F. 
e+n 
(6) 
Der hier auftretende Summenausdruck heisst Centrifugalmoment 
der Querschnittsfigur; da im Allgemeinen d nicht null und e + n 
nicht unendlich gross ist, so muss das Centrifugalmoment ver-
schwinden; das geschieht aber nur dann, wenn die angenommenen 
Coordinatenaxen conjngirte Durchmesser der Central-
ellipse der Figur siml. {Vgl. Culmanns Graph. Statik, S. 401.) 
Aus den Gleichungen (1) und (5) folgt ferner durch Division 
J p=-
nF 
oder, wenn man den in der y-Axe liegenden Halbmesser der Central-
ellipse mit i bezeichnet uhd das Trägheitsmoment J durch F . i 2 
ersetzt, p . n = i2. (7) 
Auf der y-Axe bilden hiernach der Punkt A und der Schnittpunkt 
von N N eine In v o 1 u t i o n, in welcher S den Mittelpunkt und 
die Ellipsenpnnkte ein Paar ent prechender Punkte darstellen. 
Nimmt man noch hinzu, dass die Coordinatenaxen conjugirte Durch-
messer der Ellipse bilden, so folgt der interessante und nützliche Satz: 
Die neutrale Axe ist die Antipolare des Angriffs-
punktes hinsichtlich der Centralellipse des Quer-
schnittes. -
In manchen Fällen ist es wünschenswert, sofort zu wissen, 
ob die Kraft P nur gleichartige Spannungen oder sowohl Zug- als 
Drnckspannungen erzeugt, mit anderen Worten, ob die neutrale Axe 
ausserhalb des Querschnittes liegt oder denselben schneidet. 
Um diese Frnge zu beantworten, lässt man die neutrale Axe 
als Tangente die Querschnittsfigur umfahren, jedoch so, dass sie 
diese Figur niemals schneidet; dann beschreibt ihr Antipol eine 
geschlossene Figur, welcher man den .r amen <Cent r a l k er n » 
gegeben bat. In der Figur 18 ist dieser Kern eingezeichnet und 
schraffirt. So lange nun die Kraft P den Quersehnitt innerhalb 
des Kernes trifft, liegt die neutrale Axe ausserhalb des Querschnittes 
und die Kraft ruft ausschliesslich Zug-, oder, wenn sie · gegen den 
Schnitt gerichtet ist, lauter Druckspannungen hervor. Liegt der 
Angriffspunkt von P dagegen ausserhalb des Kernes, so entstehen 
stets Spannungen verschiedenen Zeichens. 
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Jedem Punkte des Kernumfanges entspricht als Antipolare eine 
Tangente der Schnittfigur; speziell entspricht dem auf der y-Axe 
liegenden Punkte K mit der Ordinate k eine zur x-Axe parallele 
Tangente; es ist diejenige, welche durch den entferntesten Punkt 
des Querschnittes gebt und somit die Ordinate e hat. Da nun die 
Gleichung (7) von jedem Punkte und seiner Antipolaren gilt, so 
folgt, dass 
k. e = i.,, (8) 
ist. Diese Gleichung ermöglicht es, für jede gegebene Tangente 
die Entfernung des entsprechenden Kernpunktes vom Schwerpunkte, 
den sogenannten <Kernradius> k zu berechnen, was bei einfachen 
Figuren in der Regel bequemer ist als die graphische Construction. 
Wie übrigens der Centralkern für einfache Figuren berechnet 
und für complicirtere gezeichnet wird, ist schon im ersten Bande 
von Culmanns «Graphischer Statik> (2. Aufl., S. 438- 488) an 
verschiedenen Beispielen gezeigt worden. 
Mit Hülfe des Kernes kann aber auch die grösste im Quer-
schnitt herrschende Spannung leicht gefunden werden. Multiplicirt 
man in der Gleichung (2) Zähler und Nenner des in der Klammer 
stehenden .Bruches mit p und berücksichtigt, dass nach (7) und (8) 
p.n=i2 =k.e 
ist, so bekommt man 
6 = P (i + E.) = P(k+p) F k Fk . (9) 
Der Zähler dieses Bruches ist (Fig. 18) nichts anderes als das 
statische Moment der Kraft P hinsichtlich des auf der Linie .AS 
liegenden Kernpunktes K; wir nennen es in Zukunft das « Kern -
momenh der Kraft P. Der Nenner dagegen ist (wegen Fke 
= l? i"Z = J) identisch mit dem Quotienten J; er wird gewöhnlich 
e 
das «Widerstandsmoment> des Querschnittes genannt 
und mit W bezeichnet. Obige Formel lautet dann in gedrängter 
Fassung: 
Die grösste Spannung ist gleich dem Kernmoment 
div i d i r t d ur c h d a s Wider s t an d s m o m e n t. 
Will man hiernach die grösste in einem Querschnitte vor-
kommende Spannung finden, so verbinde man den Angriffspunkt .A 
der Kraft P mit dem Schwerpunkte S und bestimme den Punkt K, 
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in welchem diese Verbindungslinie den Kernumfang jenseits des 
Schwerpunktes schneidet. Dann ist P. AK das Kernmoment, 
F . S ]{ das Widerstandsmoment und die gesuchte Spannung gleich 
i.: ~~· Dabei herrscht die so berechnete grösste Spannung stets 
in demjenigen Querschnittspunkte, welcher auf der Seite des An-
griffspunktes am weitesten von dem zu AS conjugirten Durch-
messer absteht. 
Will man auch die kleinste Spannung kennen, welche am ent-
gegengesetzten Ende des Querschnittes auftritt, so findet man zu-
nächst aus der Gleichung (3) wie oben 
6 1 = P. (k' - p) (10) 
Fk' 
und ersieht hieraus, dass jetzt an Stelle des unterhalb S liegenden 
Kernpunktes J( der oberhalb liegende }{' massgebend ist. 
Man beachte, dass clem obersten Punkte des Querschnitts stets 
der untere Kernpunkt, dem untersten Punkte der obere Kernpunkt 
entspricht. 
Sollte das Vorzeichen der gefundenen Spannungen zweifelhaft 
sein, so beachte man fe.rner, dass die beiden Grenzspannungen 6 
und <5' gleiches oder ungleiches Zeichen haben, je nachdem die 
Kraft innerhalb oder ausserhalb des Centralkerns angreift, und dass 
die dem Angriffspunkte zugewandte Seite des Querschnittes Zug 
oder Druck erfährt, je nachdem P selbst eine Zug- oder Druck-
kraft ist . -
Deckt sich der Angriffspunkt der Kraft P mit dem Schwer-
punkte, das heisst wird der Hebelarm p und damit das Moment 111 
gleich null, so fällt die neutrale Axe ins Unendliche. Da in diesem 
Falle alle Flächenelemente von der neutralen Axe gleichen Abstand 
haben, so erfahren sie sämtlich die gleiche Spannung: die Kraft P 
verteilt sich gleichförmig über den Querschnitt. Die Grösse dieser 
Spannung findet sich nach der Gleichung (2) für n = oo 
p 
6 - F. (11) 
Je nachdem die Kraft P vom Querschnitte weg oder gegen den-
selben gerichtet ist, haben wir 6 als Zug- oder als Druckspannung 
anzusehen. 
Fällt dagegen der Angriffspunkt A ins Unendliche, was immer 
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dan~ eintritt, wenn die Kraft P sich auf eine unendlich kleine, 
unendlich ferne Kraft, das beisst auf ein Kräftepaar reducirt, so 
gebt die neutrale .A.xe durch den Schwerpunkt und ist dabei con-
jugirt zu der Linie, in welcher die Ebene des Kräftepaars den 
Querschnitt schneidet. In diesem Fall entstehen im Querschnitte 
sowohl Zug- als auch Druckspannungen. Die grösste Spannung 
tritt in dem ll.ussersten Punkte mit der Ordinate e ein und ergibt 
sieb für n = 0 aus der Gleichung (5) 
(12) 
Wir sagen in diesem Falle, der Querschnitt werde auf Biegung 
beansprucht. Will man die Spannung im andern der beiden äusser-
sten Punkte kennen, so hat man in dieser Formel e durch - e' 
zu ersetzen. 
Der allgemeine Fall, in welchem der Punkt ..d weder in S 
noch im U nernllichen liegt, lässt sich übrigens stets als eine Ver-
einigung der beiden soeben besprochenen Spezialfälle ansehen, und 
wenn man nicht vom Centralkern Gebrauch machen will, so führt 
diese Auffassung ebenfalls rasch zum Ziele. Man denkt sich dann 
die Kraft P wieder übergeführt in eine gleich grosse, im Schwer-
punkt angreifende Kraft unu tiine unendlich ferne Kraft (ein Kräfte-
paar) M, bestimmt den Einfluss jeder einzelnen derselben und findet 
hierauf durch Addition den Gesamteinfluss. 
Bleibt P constant uud bewegt sich so, dass sein Angriffspunkt 
einen Kreis mit dem Mittelpunkte S beschreibt, so nimmt nach 
der Gleichung (9) <5 zu, wenn k abnimmt und umgekehrt. Die 
grösste im Querschnitt vorkommende Spannung wird daher ein 
Maximum, wenn der in der Richtung AS gemessene Kernradius am 
kleinsten ist. Es folgt daraus die Regel, dass ein gegebener Quer-
schnitt am günstigsten wirkt, wenn der grö ste Kernradius in die 
Richtung AS fällt. Ganz dasselbe gilt, wenn die Kraft P in ein 
Kräftepaar von constantem Momente übergeht. Hiernach trägt 
beispielsweise ein Balken mit quadratischem Querschnitte mehr, 
wenn er mit einer Seite aufliegt, als wenn er auf eine Kante ge-
legt wird. Da das Widerstantlsmoment eines Querschnittes über-
haupt dem Kernradius k proportional ist, so lä st letzterer ohne 
weiteres erkennen, wie die Tragfähigkeit eint>s Balkens sich ändert, 
der sich um seine Längsaxe dreht. 
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14. Die trans-versalen Spannungen. 
Um den Einfluss zu bestimmen, welchen die Transversalkraft Q 
(Figur 17) auf den Balkenquerschnitt ausübt, könnte man ganz 
analog wie bei der Normalkraft vorgeben; man könnte gleich 
wie dort annehmen, der Querschnitt führe, infolge der Elasticität 
des Materials, gegenüber einem unendlich benachbarten Schnitte 
eine unendlich kleine Bewegung aus, und zwar würde dieses 
eine Drehbewegung um eine auf dem Schnitte normal stehende 
Axe sein. 
Verfolgt man diesen Gedanken weiter, so gelangt man zu 
folgenden Ergebnissen .. 
Es sei die in der Figur 19 dargestellte Ellipse die Central-
ellipse des Querschnitts und N der Pnnkt, um welchen sich der 
Schnitt dreht. Dann wird <lie Trans-
Fig. 19. Yersalspannung eines :.Flächenelementes 
senkrecht zu dessen Leitstrahl aus N 
gerichtet un<l (wie bei den Normalspan-
F nungen) der Entfernung von N pro-
portional sein. Macht man nun NS 
zur x-A.xe, bezeichnet die Entfernung 
beider Punkte mit n unu die in S 
herrschende Spannung mit 1'8 , so wird 
die Spannung in der Entfernung r von N 
gleich !:.- -rs; multiplicirt man diesen 
n 
Wert mit Li F un<l zerlegt das Produkt parallel z11 den Coordinaten-
axen, so erhält man parallel zur x-Axe die Kraft Y -r8 • L1 F und 
n 
. lt+ X par:illel zur y-Axe die Kraft -r8 • d F. Summirt man die 
n 
ersteren Werte über den ganzen Querschnitt, so wird die Summe 
gleich null, weil n und -r8 constant bleiben und :i y . Li F für alle 
durch S gehenden Axen Yerscbwindet. Die Summation der letzteren 
Werte dagegen führt (wegen :i x. LJ F = 0) zu -r8 • F. 
Daraus ergibt sich, dass die Kraft Q, wenn sie eine Drehung 
um den Punkt N bewirkt, auf der Linie NS senkrecht steht und 
gleich -r •. F ist, oder in Worten: 
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Die Scherkraft ist gleich dem Flächeninhalt mal 
der im Schwerpunkt herrschenden Scherspannung. 
Stellt man sodann die statischen Momente der äusseren und 
inneren Kräfte bezüglich S einander gegenüber, so bekommt man 
die Beziehung 
y n+x Mt = Q. q = :2- -r, . ß F. y + :2-- -r, . ß F. X 
n n 
woraus folgt 
M, = Q . q = -r, :2 (y2 + x2) ß F. 
1l 
·Der Summenausdruck ist nichts anderes als die Summe der Träg-
heitsmomente für die x- und die y-Axe; man kann ihn auch durch 
~ :t?. L1 F ersetzen, wenn z den Abstand des Flä.chenelementes von S 
bedeutet, und erkennt hieraus, dass er von der Richtung der Co-
ordinatenaxen unabhängig ist. Man nennt ihn « polares Träg-
h e i t s m o m e n t > und bezeichnet ihn mit Jp. 
Sind a und b die beiden Halbaxen der Centralellipse, so ist 
Jp = (a2 + b2) F. Lässt man ferner einen rechten Winkel, dessen 
Schenkel die Centralellipse berühren, um diese herumgleiten, so 
beschreibt der Scheitel einen Kreis, dessen Radius ip = 1 1(1,~ + b2 
ist. Daraus folgt 
Q -r, Jp -r, i'J F 
.q=-n-=--n-
und mit Rücksicht auf die Beziehung Q = -r8 • F 
q. n = i;, 
das heisst d e r D r e h p u n k t N i s t d e r A n t i p o 1 d e r K r a f t Q 
hinsichtlich des Kreises, welcher der Ort aller der 
Cent r a 1e11 i p s e u ms c h rieben e n rechten Winke 1 ist. 
Die Spannung in einem Punkte, der um r von N absteht, 
wird nun gleich 
r rQq rJJ, 
--r, = - - = --· 
• 1i Jp Jp 
Weiter ergibt sich, dass wenn Q durch den Schwerpunkt geht, 
der Drehpunkt unendlich fern liegt, und dass wenn Q sieb auf eine 
unendlich ferne Kraft (ein Torsionsmoment) reducirt, der Drehpunkt 
mit dem Schwerpunkte zusammenfällt. Im ersteren Falle ist die 
Spannung im ganzen Querschnitt constant und gleich; ; im letzteren 
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ergibt sie sich für einen um z·· vom Schwerpunkt entfernten Punkt 
. Qqz Mez ··r gleich -- = --. ~p ~p ' il . 
So interessant nun auch ·diese Resultate sind, so willkommen 
eine Bestimmung der transversalen Spannungen wäre, die sich der-
jenigen der normalen Spannungen vollkommen parallel stellt, so 
zeigt doch eine genauere, an die elastischen Formänderungen der 
Balkenelemente sich knüpfende Prüfung, dass obige Ergebnisse 
im Allgemeinen mit der Wirklichkeit nicht in Uebereinstimmnng 
stehen; überdies stösst man , wenn man dieselben mit denjenigen 
der vorigen Nummer vergleicht, auf Widersprüche. Nur in dem 
einen Falle, wo der Querschnitt ein Kreis ist und der Drehpunkt 
mit dessen Mittelpunkt zusammenfällt: geben die abgeleiteten For-
meln richtige Resultate; je weiter dagegen die Querschnittsform 
vom Kreise abweicht und der Drehpunkt vom Schwerpunkte sich ent-
fernt, desto unzuverlässiger werden die nach obigen Voraussetzungen 
berechneten Spannungen. 
·Um brauchbarere Methoden zur Berechnung der transversalen 
Spannungen zu erlangen, müssen wir daher einen andern Weg ein-
schlagen. Wir führen zu diesem Zwecke die ausserhalb des Schwer-
punktes wirkende Scherkraft Q über in eine dazu parallele, durch 
den Schwerpunkt gehende Kraft und ein Kräftepaar mit dem Mo-
mente Mt = Q . q und untersuchen diese beiden 'l'eile gesondert. 
15. Die transversalen Spannungen, 
welche von einer durch den Schwerpunkt gehenden 
Scherkraft herrühren. · 
Die im Querschnitt liegende und durch dessen Schwerpunkt 
gehende Kraft Q ruft in den einzelnen Flächenelementen trans-
versale Spannungen hervor, welche im Allgemeinen nicht parallel 
zur Scherkraft laufen, sondern deren Richtungen, wie später gezeigt 
wird, mehr oder weniger von derjenigen der Kraft Q abweichen. 
Wir zerlegen deshalb diese Spannungen zunächst in je zwei Com-
ponenten, von denen die eine parallel mit Q, die andere parallel 
mit dem zu Q conjugirten Durchmesser der Centralellipse läuft. 
Die erstere werde mit -r', die letztere m1t -r'' bezeichnet. 
Um sodann die parallel zu Q gerichteten Spannungen zu be-
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stimmen, schlagen wir einen Umweg ein, indem wir vorerst die-
jenigen Schubspannungen ermitteln, welche, ebenfalls eine Folge 
von Q, in sogenannten Längsschnitten, das heisst iu parallel zur 
Balkeuaxe gerichteten Schnitten wirken. 
Zu diesem Zwecke legen wir (Figur 20) in unendlich kleiner 
Entfermmg d x vom Querschnitt einen zweiten Schnitt, welcher, 
da sich die Qnerdimensionen des Balkens nach unserer Voraus-
setzung nur unwesentlich ändern, als gleich 
Fig. 20· gross wie der erste angesehen werden darf. Da 
wegen der Kleinheit von d x auch nur unend-
lich kleine äussere Kräfte an der durch die 
beiden Schnitte begrenzten Scheibe augreifen 
können, so bildet Q auch für den zweiten Schnitt 
die äussere Kraft. In diesem erzeugt sie aber 
ausse1· transversalen auch noch normale Span-
nungen; denn man kann die durch den Schwer-
punkt S gehende Kraft in eine gleich grosse 
und parallele, durch den Schwerpunkt S' des 
zweiten Schnittes gehende Kraft und ein Kräfte-
paar zerlegen; erstere ist die Mittelkraft der im zweiten Schnitt 
vorhandenen Schubspannungen, letzteres ruft daselbst Zug- und 
Druckspannungen hervor. Das Moment dieses Kräftepaars ist gleich 
Q . d x, und d'.l. es in einer auf dem Querschnitt senkrechten, durch 
die Linie der Kraft Q gehenden Ebene wirkt, so erzeugt es nach 
früher normale Spannungen, deren Inten ität proportional der Ent-
fernung von einer neutralen Axe zunimmt. Da diese neutrale Ar.e 
ferner die Antipolare des Angriffspunktes der wirkenden Kraft ist 
und letztere den Querschnitt im unendlich fernen Punkte der Kraft Q 
trifft, so fällt die neutrale Axe mit dem zu Q conjugirten Durch-
messer der Centralellipse zusammen. 
In der Figur 20 ist diese Liuie eingezeichnet und mit N' X' 
bezeichnet worden. Oberhalb derselben entstehen Zug-, unterhalb 
derselben Druckspannungen. Die Spannung im äu sersten Punkte 
des Qnerschnitts wird nach Gleichung (12) 
M.e Q.ax.e 11=-y-= J 
und in irgend einem anderen Punkte, dessen Ordinate y ist, gleich 
y . Q.dx.y e- . 6 = --.,.J,_...~ 
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Nun legen wir parallel zur Balkenaxe und zur Geraden N' N 1 
einen Schnitt, der die Scheibe von der Dicke Llx in dem schmalen 
Rechtecke AB B'A' schneid~t, und beachten, dass auf das Balken-
stück oberhalb die$es Schnittes nur auf der hinteren Seite normale 
Spannungen wirken; diesen Spannungen muss daher eine Kraft T 
das Gleichgewicht halten , welche in der genannten Schnittfläche 
parallel zur Balkenaxe wirkt. Die Grösse dieser auf Abscheren 
wirkenden Kraft findet man, indem man die auf das abgeschnittene 
Stück einwirkenden Normalspannungen summirt; dabei ergibt sich, 
wenn die Ordinate des Längsschnittes mit y bezeichnet wird, 
T - ~ Q. LlX. y L• - Q. LfX ~ F - ~ L/J.' - ~y.Lf. 
?/ J J 11 
Man geht im Allgemeinen nicht stark fehl, wenn man annimmt, 
dass sich die Kraft T gleichförmig über die Fläche AB B'A' ver-
teilt. Bezeichnet man dann die Länge AB, das heisst die Breite, 
welche der Querschnitt an der betreffenden Stelle besitzt, mit z, so 
findet sich die in der Schnittfläche herrschende spezifische Spannung 
T Q • 
-r = -- = -J ~y.L!F. (13) 
Z.LfX Z. '!J 
Die Ordinaten y sind hier sowohl bei der Berechnung von J als 
auch bei der Bestimmung des Summenausdruckes parallel zur Kraft 
Q zu messen. 
Von den im Längenschnitt wirkenden Schubspannungen ist es 
nun leicht auf die im Querschnitt wirkenden überzugehen. Wir 
verwenden zu diesem Zwecke den in der Nummer 8 (S. 26) abge-
leiteten Satz: 
Zerlegt man die spezifischen Spannungen, welche drei durch 
einen Punkt gelegte Schnittebenen beanspruchen , parallel zu den 
drei Schnittkanten dieser Ebenen in je drei Seitenkräfte, so Yer-
halten sich je zwei der in verschiedenen Ebenen liegenden, aber 
par!1llel zur dritten Ebene laufenden Transversalspannungen umge-
kehrt wie die Sinusse der entsprechenden ·Kantenwinkel. 
Legt man nu11 (Fig. 21) durch den Punkt C, welcher sowohl 
dem Querschnitt als dem Längenschnitt durch AB angehört, noch 
einen dritten Schnitt parallel zu Q und normal zum Querschnitt 
und zerlegt die im Querschnitt wirkende Schubspannung parallel 
zu Q und zu AB in zwei Componenten -r' und -r", so bilden die 
Spannungen -r und -r' zwei im Sinne obigen Satzes einander zu-
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gewiesene Werte, nnd es folgt, wenn oo den Winkel zwischen der 
Kraft Q und der Axe N N bedeutet, 
-r Q • 
-r' = -. - = J . 2 y. d F. 
sm oo z . . sm oo 11 
Auch in diesem Ausdrucke sind die Ordinaten y sowohl unter 
dem Summenzeichen als auch bei der Berechnung von J parallel 
zu Q zu messen. Misst man sie dagegen normal znr Axe N N und 
bezeichnet sie in diesem Falle mit y', so wird das sich ergebende 
J' = 2 y'2 • LI F = sin2 oo. 2 y2 • d F = sin2 oo. J, 
• • ferner 2 y' . LI F = sin oo . 2 y . LI F; 
11 u 
alsdann wird 
' Q ~' F 't=-J, . .:::.y.d. 
z. u 
(14) 
In diesem Falle kommt bei der Berechnung von -r' der Winkel oo 
nicht in Betracht. 
Um daher die von der Kraft Q im Querschnitt erzeugten, 
parallel zu derselben gerichteten Transversalspannungen zu finden, 
hat man den zur Kraftrichtung conjugirten 
Fig. 21. Durchmesser N N der Centralellipse zu be-
stimmen, parallel zu demselben Sehnen zu 
ziehen, und für jede Sehne das statische Mo-
ment des darüber liegenden Querschnittsteiles 
in Bezug auf die Axe N N zu berechnen; 
1v1--"+-~....._-+---1N dann ist die gesuchte Spannung in jedem 
Punkte einer dieser Sehnen gleich der Kraft 
Q mal diesem statischen Momente, di vidirt 
durch die Sehnenlänge und das auf N N be-
zogene Trägheitsmoment des ganzen Quer-
schnittes. 
Rückt man mit der Sehne AB (Figur 21) allmli.lig tiefer 
• hinunter, so nimmt der Summenausdruck 2 y . o F zu, bis die 
11 
Sehne nach N N gelangt; hier erreicht der Ausdruck seinen grössten 
Wert; dann nimmt er wieder ab und verschwindet, wenn die Sehne 
am untersten Punkt des Querschnitts anlangt. 
Eine noch deutlichere Vorstellung von dieser Aenderung er-
langt man, wenn man sich der graphischen Darstellung bedient. 
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In dieser Hinsicht verweisen wir, obgleich wir später ausführlicher 
darauf zurückkommen, schon jetzt auf die Constructionen der Tafel 2. 
Es ist daselbst in den Figuren 2 - 4 nach dem bekannten Cu 1-
m an n 'sehen Verfahren das Trägheitsmoment eines Schienenprofils 
bestimmt worden. Zu diesem Zwecke wurde die Figur in 13 hori-
zontale Streifen zerlegt, der Flächeninhalt jedes Streifens, auf die 
Basis a reducirt, als Kraft LJr aufgetragen (Fig. 2) und mit Hülfe 
des Poles 01 ein Seilpolygon (Fig. 3) gezeichnet. Die äussersten 
Seiten dieses Polygons bestimmen dann dfo horizontale Schwerlinie, 
und zugleich werden auf dieser Linie durch die Seilpolygonseiten 
Strecken .d s abgeschnitten, welche den statischen Momenten der 
Flächenstreifen proportional sind. Diese Strecken wurden nun 
wiederum als Kräfte betrachtet und unter Benützung des Poles 02 
zu einem zweiten Seilpolygon ( Fig. 4) zusammengesetzt. Dann 
tellen die Abschnitte .:J t, welche die Seiten dieses Polygons auf 
der Schwerlinie bestimmen, die Trägheitsmomente der Flächen-
streifen dar. 
Nennt man den Flächeninhalt eines Streifens L1 F, seinen Ab-
stand von der Schwerlinie y - (wir lassen hier den oberen Index 
von !/ der Einfachheit halber weg) -, ferner die erste Poldistanz b 
nnJ die zweite c, so lassen sich, nach bekannten Eigenschaften der 
Seilpolygone paralleler Kräfte, folgende drei Gleichungen aufschreiben: 
.dF = et • .dr 
L./l'.!J = b.LJS 
LJs.y=c . ..Jt 
~Iultiplicirt man diese Gleichungen miteinander, so folgt 
.d J/ . y2 = a . b . c . L1 t 
und hieraus dmch Summation 
J = :2 L1 F. y2 = a. b. c. :2 LJt = a. b. c. t. 
Ausser dem Trägheitsmoment lässt sich der Construction aber 
auch das statische Moment für eine beliebige Anzahl Flächenstreifen 
entnehmen; denn durch Multiplication der zwei ersten der obigen 
Gleichungen erhält man 
y.LIF = a.b.LJs 
und hiernach 
. ' 
:2 y . L1 F = a • b . :2 d s. 
y !/ 
In der Figur 3 ist für die Lamellengrenze 4/5 
besonders angedeutet und mit L1 s1_ , bezeichnet 
die Summe der d s 
worden. 
5 
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Trägt man diese Strecken von einer verticalen Axe aus als 
Abscissen auf und verbindet deren Endpunkte, so erhält man eine 
Kurve, welche die A.enderung des für die Scherspannungen mas -
gebenden statischen Momentes deutlich erkennen lässt. Auf der 
Tafel ist dieses in der Figur 1 geschehen, jedoch sind die betreffen-
den Strecken derart proportional verkleinert worden , dass sie für 
eine gewisse Scherkraft Q sofort die Werte -r b z darstellen. 
Hat der Querschnitt constante Breite (Rechteck oder Parallelo-
gramm), so ist die Scherspannung den Abscissen dieser KurvA pro-
• portional und demzufolge für die Schwerlinie ein Maximum; noch 
mehr ist letzteres der Fall, wenn die Querschnittsbreite au dieser 
Stelle am kleinsten ist (Doppel-T-Profil). Am obersten und untersten 
Punkte des Querschnittes ist die Spannung jederzeit gleich null. 
Unschwer lässt sich zeigen, dass die Addition der über den 
ganzen Querschnitt verteilten Scherkräfte -r'. d F auf die Kraft <i 
führt . Mit Rücksicht auf die Constructionen der Tafel 2 llisst sich 
nämlich schreiben 
, Q.a.b~ Q ~ 
't = ,.::; .tlS = --- ,.::; ..1 • 
z.J 11 z.c.t 11 
In einem beliebigen Flächenstreifen a P = z . .Jy wirkt daher die 
Kraft , Q . .J ,1 •, T .LJF= --· . ~Li · . 
c . t !1 
Nun bestimmt aber der Quotient ( ~ .ä s) : c die Neigung der Strahlen 
aus dem Pole 02 , oder, was dasselbe ist, die Neicrung der Seiten 
des zweiten Seilpolygons (Figur 4); multiplicirt man diese Quo-
tienten mit .:.1 y, so erhält man somit die horizontalen Projectione11 
der einzelnen Seiten dieses Polygons, und wenn man die e für den 
ganzen Querschnitt summirt, so bekommt man die trecke t. Di • 
Addition sämtlicher -r' . .:J F führt also in der That auf die Kraft Q. 
Analytisch lässt sich dieser Beweis ebenfall' leicht leisten. 
Ersetzt man nämlich in dem Ausdrucke 
~ -r' . d F = ~ -r' . z . d !/ = ~ . ~ d !/ > .cl P 
das partielle Integral durch , so findet man durch teilweise Inte-
gration 
~ dy. s = y. - ~y. d . 
Da erste Glied auf der rechten Seite verschwindet. wenn man die 
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Grenzen einsetzt; denn sowohl für y = e als für y = e' ist S = 0 ; 
das zweite Glied aber wird, da d S = - y . d F, gleich ~ y2. d F, 
das beisst gleich dem Trägheitsmoment J der ganzen Fläche. Somit 
wird, wie erwartet, 
~ -r'. dF = Q. 
Da die Kraft Q die Mittelkraft aller im Querschnitt herrschen-
den Schubspannungen ist, andrerseits aber, wie soeben gezeigt wurde, 
gleich der Summe aller Spannungen -r' ist, so folgt, dass die quer-
laufenclen Spannungen -r" sich untereinander selbst im Gleichgewicht 
l1alten. 
Die Richtung der Spannung -r' ist stets mit derjenigen von Q 
klentisch und kann daher nicht verwechselt werden. Im Längs-
. lr ____.. _ _ „ 
schnitt läuft die Spannung für ein gewisses Körper-
element jener entgegen; für zwei sich kreuzende 
Schnitte haben die Spannungen stets die neben-
stehend gezeichneten Pfeilrichtungen, beziehungs-
weise bei nach oben gerichteter Transversalkraft die 
entgegengesetzten. 
' Da in der Formel (14) der Ausd1:uck 2.' y' . .d F vom dritten 
11 • 
und J' vom vierten Grade ist, so stellt Jer Quotient J' : JE :11'· .t1 F 
11 
eine Länge dar; nennen wir diese h 11 , so wird die Schubspannung 
im Abstande :11' rnn K N 
Fig. 22. 
-r'= _9_. 
z.hv 
Um uns von der Strecke hv eine deut-
lichere Vorstellung zu machen, denken wir 
uns (Figur 22) in jedflm der beiden durch 
die Sehne .AB getrennten Querschnittsteile 
----1-1-..__<>-4-l~~N die Centralellipse gezeichnet und bezüglich 
h. 
R 
derselben die Antipole P0 und P„ der Axe 
N N bestimmt. Die Entfernungen dieser 
Antipole von N N seien 1z 0 und h 11 • Nun ist 
nach der Theorie der Centralellipse das Träg-
heitsmoment einer Figur bezüglich einer Axe 
gleich deren Inhalt, mu~tiplicirt mit dem 
Abstand ihres Schwerpunktes und mit dem 
Abstand des Antipols, oder, was dasselbe 
5* 
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bedeutet, gleich dem statischen Momente der Figur mal der Ent-
fernung des Antipols; die statischen Momente der beiden Teile des 
Querschnittes sind aber entgegengesetzt gleich; folglich wird 
und hiernach 
Demnach lässt sich der Satz aufstellen: Um für einen Punkt 
des Querschnittes die zur Querkraft parallele Componente der trans-
versalen Spannung zu finden, lege man durch diesen Punkt die zur 
Kraftrichtung conjugirte Sehne und bestimme die beiden Anti-
pole der zur Kraftrichtung conjugirten Schwerlinie hinsichtlich der 
Centralellipsen der durch die Sehne getrennten Querschnittsteile; 
dann ist die gesuchte Spannung gleich der Querkraft dividirt durch 
das Produkt aus der Länge der Sehne und dem zu dieser senk-
rechten Abstand der beiden Antipole. Man kann auch agen: 
Q verteilt sich über ein Rechteck, Yon welchem zwei Seiten gleich 
und p:u:i.llel der Sehne ind und durch die beiden Antipole geben. 
(Vgl. Fig. 22.) 
Es liegt in der Natur der Sache, dass die Strecken h0 und h„ 
ihre kleinsten Werte erreichen , wenn die Sehne .dB durch den 
Schwerpunkt geht; in diesem Fall wird Jal1er, wie schon oben 
bemerkt wurde, -r'. z ein Maximum. Je weiter sich AB auf- oder 
abwärts von der A:xe N N entfernt, de to weiter entfernen sich au h 
die beiden Antipole; die Grösse -r' • z nimmt also fortwährend ab 
und verschwindet gänzlich, wenn .dB an den Rand des Quer chnitts 
gelangt, weil dann der eine Antipol im Unendlichen liegt. 
Bei Doppel-'l'-Profilen liegen die beiden Antipole, wenn AB 
clnrch den Schwerpunkt geht, ziemlich nahe an der obersten und 
untersten Kante und ändern ihre Lage nur wenig wenn man ~1B 
über den Steg verschiebt. Man erhält daher für constnnte teg-
dicke ziemlich genaue Resultate, wenn man sagt: Die Scher-
s p n n nun g im Steg eines Doppel-T-Balkens ist gleich 
der Scherkraft dividirt durch die Querschnittsfläche 
d es St e g es. 
Ist das Trägheitsmoment eines Querschnittes mit Hülfe YOn 
zwei Seilpolygonen bestimmt worden, so i t hv für eine gegebene 
Lamellengrenze auch gleich dem verticalen .Abstande der Punkte, 
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in welchem die entsprechende Seite des zweiten Seilpolygons die 
erste und letzte Seite desselben schneidet. -
Ausser den parallel zn Q gerichteten Spannungen -r' kommen 
jedoch im Allgemeinen auch noch parallel zu N N laufende Span-
nungen -r" vor. (Siehe Figur 21.) · 
Es ist zunächst leicht einzusehen, dass die Transversalspannung 
am Rande des Querschnittes stets parallel zu diesem Rande gerichtet 
sein muss; denn ist dies nicht der Fall, so liesse sich die Spannung 
in eine zum Rande parallele und eine dazu senkrechte Componente 
zerlegen; letzterer müsste dann gernäss den Gesetzen, welchen die 
an einem Körperelemente angreifenden Kräfte unterworfen sind, eine 
transversale Oberflächenspannung entsprechen. Solche Spannungen 
könnten ·allenfalls durch Reibungskräfte erzeugt werden; da dies 
aber nur ausnahmsweise der Fall ist, so können wir als Regel hin-
stellen, dass die transversalen Spannungen an der Oberfläche stets 
i1arallel zu dieser gerichtet sind. (A.ebnliches gilt streng genommen 
auch YOn den Normalspannungen; doch da die in der Richtung der 
Balkenaxe gezogenen Oberfläclienlinien meistens ganz oder doch 
nahezu parallel zur Axe laufen, so darf man von einer entsprechenden 
Correctur der normalen Spannungen in der Praxis Umgang nehmen.) 
Legt man nun (Figur 23) zwei unendlich benachbarte, zu N N 
11arallele Längsschnitte AB, teilt die beiden Sehnen in eine grössere 
' , 
' 
Fig. 2::J. 
' ,
, 
' 
Anzahl gleicher Teile und verbindet die 
Teilpunkte, so erhält man ebenso viele 
kleine Trapeze, deren Trennungslinien alle 
nach dem Punkte D laufen , in welchem 
sich die in A und B an den Umfang ge-
legten Tangenten schneiden. Da mm die 
kleinen Trapeze nach unseren bisherigen 
Betrachtungen, sowohl was die normalen 
als was die im J,ängsschnitt AB wirken-
Nir--~--1---<Y".._---iN den Transversalspannungen betrifft, genau 
, 
; gleichartig beansprucht sind, so folgt, dass 
, 
,, •'Q ,/ 
,' ,' 
', : ,' 
~ : ~· ' 
in den Trennungsflächen keine zur Balken-
axe paro.llelen Kräfte existiren können; 
hieraus ergibt sich weiter, dass die im Quer-
schnitte wirkenden Transversalspannungen 
nach dem ·Punkte D hin gerichtet sind. 
Kennt man nun die Richtung der in einer beliebigen Quer-
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schnittstelle wirkenden Spannung, sowie deren Componente -r' parallel 
zu Q, so ist auch die andere Componente -r" und damit die ganze 
Spannung vollständig bestimmt. 
Folgt man, an einer beliebigen Stelle beginnend, der Richtung 
dieser Spannung von Punkt zu Punkt, so bekommt man eine krumme 
Linie, die vom höchsten bis zum tiefsten Punkte des Querschnitts 
verläuft und die man «8chubkurve> nennen könnte. Da von jedem 
Punkte der Sehne AB ausgegangen werden k::i.nn, so gibt es un-
endlich viele solcher Linien und deren Gesamtheit bedeckt den 
• ganzen Querschnitt. Wird dieser durch die Kraft Q in zwei sym-
metrische Hälften geteilt, so sind alle diese Kurven unter sich affin 
verwandt mit der Richtungslinie von Q als .Affinität axe. In der 
Figur 23 sind einige <lieser Linien punktirt eingezeichnet worden. 
1 G. Tor ion spannungen. 
In zweiter Linie haben wir nun den Einfluss zu besprechen, 
welchen das Torsionsmoment M1 ausübt. 
Wie in der vorletzten N umrner bemerkt worden ist, geben 
unsere dort abgeleiteten Formeln nur für kreisförmige Querschnitte 
genaue Resultate; für andere Figuren müssen neue Wege einge-
schlagen werden. Der Analysis ist es nun zwar gelungen, <lie 
Spannungen, welche ein um die Balkenaxe drehendes Krll.ftepaar 
erzeugt, für einige einfache Querschnittsprofile zti bestimmen. Die 
im Querschnitte auftretenden, ausschliesslich transversal gerichteten 
Spannungen werden dabei gewöhnlich parallel zn zwei Coordinaten-
axen zerlegt und beide Componenten als zunächst unbestimmte 
Functionen der betreffenden Coordinaten ausgedrückt; auf Grunu 
einfacher Gleichgewichts- und Ela ticitä.tsgesetze, sowie auf Grund 
der Bedingung, dass die Randspannungen stets parallel zur Ober-
fläche laufen müssen, ist es sodann möglich, diese Fnnctionen zu be-
rechnen. Die Durchführung dieser Aufgabe führt indessen zu umfang-
1·eichen Rechnungen, sobald man sich nicht anf die allereinfachst~n 
Figuren beschränkt. Diese Rechnungen wiederzngeben ist nicht 
.Aufgabe eines Buches über graphische Statik. Wir beschranken 
uns darauf, anzudeuten, dass sieb auch hier, wie bei den von der 
Kraft Q erzeugten Spannungen, im Querschnitt krumme Linien 
ziehen lassen, welche an jeder Stello der Richtung der Spannung 
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folgen. Während jedoch im ersteren Falle diese Kurven in den 
zwei Punkten des Querschnittes, welch& am weitesten von der Axe 
N N abstehen, sich begegnen, bilden sie hier geschlossene Ri11ge, 
die sich nirgends in reellen Punkten schneiden, sondern sich con-
centrisch um einen Punkt, den Drehmittelpunkt, herum legen und 
nach aussen hin sich mehr und mehr dem Rande anschmiegen. Die 
Intensität der längs diesen Ringen sich fortpflanzenden Spannung ist 
im Allgemeinen veränderlich; dagegen nimmt sie, wenn man einem 
durch den Mittelpunkt gelegten Radius folgt, von Kurve zu Kurve 
zu. Besitzt die Querschnittsfigur zwei Symmetrieaxen, so fällt der 
Drehmittelpunkt mit dem Schwerpunkte zusammen und die Kurven 
werden ebenfalls durch diese Axen symmetrisch geteilt. 
Speziell beim Kreise werden diese Kurven, wie zn erwarten 
ist, kreisförmig; zugleich gibt unsere auf der Seite 61 stehende 
Formel in diesem Falle genaue Resultate; die Spannung wird in 
jeuem einzelnen Ringe gleich ~ z, wenn z dessen Radius bezeichnet. 
p 
Eine einfache Integration zeigt, dass 
rr r' 
Jp =-2-
ist; die Gleichung für die Torsionsspannung lautet daher auch 
-ti = 2 .Mtz. (lS) 
rr r' 
Im Mittelpunkt des Kreises ist die Torsionsspannung gleich 
nnll; nach dem Rande zn wird sie immer grösser und für den 
Kreisrand · selbst gleich 
2 ..llt 
'Tmax = --.-. 
7r r" 
(16) 
Den Spannungen im Querschnitte entsprechen jedoch auch solche 
in Schnitten parallel zur Balkenaxe; ihre Grösse lässt sich mit 
Hülfe des Satzes auf der Seite 26 oder auch direct mit Hülfe ein-
facher Gleichgewichtsbedingungen unschwer finden. Auf Schnitt-
flächen senkrecht zur Richtung des Radius wirkt stets die gleiche 
Spannung wie im Querschnitt; dreht man die Schnittfläche, so 
verringert sich die Spannung und verschwindet, wenn die Fläche 
radial gerichtet ist. 
In der elementaren Mechanik wird zuweilen die Formel (15) 
auch auf andere als kreisförmige Querschnitte angewendet; das 
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genauere Rechnungsverfahren zeigt aber, dass dieses nur allenfall 
für dem Kreise nahestehe"Rde Figuren zulässig ist; je mehr der 
Umfang von einem Kreise abweicht, desto fehlerhafter werden, wie 
schon früher bemerkt, die Resultate. 
17. Vereinigung von Scherkraft und Tor ion moment. 
Wir wollen nun noch kurz die Vereinigung von Q und .M, in 
Auge fassen. Wenn zu gleicher Zeit eine durch den Schwerpunkt 
• gehende Transversalkraft und ein Torsionsmoment auf den Quer-
schnitt einwirken, mit anderen Worten, wenn dieser unter dem 
Einfluss einer abseits vom Schwerpunkt liegenden Transversalkraft 
steht, so summiren sich an jedem Punkte des Quer~chnittes die 
von heiden Einzelkräften herstammenden Spannmwen. Bestimmt 
man auf gewöhnliche Weise an jeder Stelle die :l\littclkraft beider 
Spannungen, so erhiilt n:ian eine neue Spannung, deren Richtung 
man wiederum dnrch eine continuirliche Kurve verfolgen kann. 
Es lassen sich somit drei Systeme oder Bü chel von Schubkurven 
im Querschnitte unter cheiden i die Linien de ersten Sy tems schnei-
den sich sämtlich in zwei Punkten des Umfangs (Figur 23); die-
jenigen des zweiten sind geschlossene Ringe, welche sich concentri eh 
um den Drehmittelpunkt legen; das dritte System entsteht durch 
Vereinigung der beiden ersten. 
Nun gibt es aber eine Kmve, welche allen drei Systemen an-
gehört, das ist der Umfang des Quer chnittes; denn die Spannung 
am Rande ist unter allen Umständen parallel zu diesem ger:ichtet. 
Der Sinn dieser Rand pannung kann ver chieden sein; unter dem 
Einfluss einer durch den Schwerpunkt gebenden und abwärts ge-
richteten Kraft Q entstehen Spannungen in der Richtung von oben 
nach unten i ein Drehmoment dagegen ruft stets Spannungen her-
vor, welche in einem bestimmten Sinne dem mfaug des Quer-
schnittes folgen. Dreht das Kräftepaar Mt nach recht , so laufen 
die von ihm erzeugten Spannungen den von Q herrührenden auf 
der linken Seite des Querschnittes entgegen. Dahei kann e Stellen 
geben, in welchen sich beide Kräfte aufheben, in welchen somit die 
Transversalspannung absolut null ist. Da solche Punkte den Um-
fang in Strecken zerlegen, in welchen die Randspannung ab' ech elnd 
nach rechts und nach links dreht, so müssen sie stet zu Paaren 
- 73 
vorkommen. Die Richtung der Spannung ist in diesen Punkten 
unbestimmt; man kann daher an diesen Stellen eine Kurve des 
dritten Büschels in beliebiger Richtung beginnen. Daraus folgt, 
dass unendlich viele, mit andern Worten sämtliche Kurven durch 
diese Punkte gehen. 
Die Kurven der Transversalspannungen bilden daher im Quer-
schnitt einen Büschel mit n Paaren von im Umfang liegenden 
Grundpunkten. 
Fig. 24. 
' :]) 
. " 
/ / \\. 
' ' . 
A .:::::.. . ... . \._ 
Besonderes Interesse bieten die in 
einem kreis f ö r m i gen Querschnitte 
entstehenden Kurven . 
Um die im Punkte x !/ vertical ab-
wärts wirkende Spannung r' zu finden, 
berechnen wir vore!'st das statische Mo-
ment des über .AB liegenden Segmentes 
in Bezug auf die x-Axe. Ein horizon-
taler Streifen von der Breite z und der 
Höhe dy hat das Moment yzdy. Da 
.'/ + 1/ 4 z2 = r 2, folglich ydy + 1/4 zd~ 
= 0 ist, so ist dieses statische Moment 
auch gleich - 1;. z2 dz. Die Integration zwischen den Grenzen z 
und 0 führt zu 1/ 12 z6• Nach der Gleichung (14) (Seite 64) ergibt 
sich somit, da das Trägheitsmoment des Kreises gleich 1/ 4 n: r4 ist, 
r' = Q . i / 12 i' = Q z2 . 
z. J 3 n: r4 
Trägt man diese Werte von einer Verticalen aus horizontal auf, so 
liegen ihre Endpunkte (wegen 1/ 4 z2 = r 2 -y2 ) auf einer Parabel. 
Da sodann die horizontal gerichtete Spannung r" mit r' eine 
durch D gebende Mittelkraft geben muss, so verhält sieb 
r" : r' = x : DE= x: ~; 
4 !/ 
somit wird „ 4 Q xy 
'T = ----. 3 n: r 4 
Die vom Drehmomente J.11, = Q q herrührende, normal zu v 
gerichtete Spannung endlich wird, da die Randspannung nach der 
F 1 (1 ') 1 . l 2 },ft . t orme ü g e1c 1 - -3 1s , 7t r 
V 2Qq 
'l'1=- · --= 
r n: r 3 
2vQq 
1t 1'4 • 
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:VIultiplicirt man diesen Wert mit~ und mit Y, so erhält man 
V V 
die vertica1e und die horizontale Seitenkraft von -r1• In verticaler 
Richtung wirkt somit die Gesamtspannung 
-r=~+2xQq 
u 3 7r r• 7r r" 
und in horizontaler Richtung die Spannung 
't_. = 4 Q X!/ + 2 y Q fJ. 
3 7r r' 7r r" 
• Di vidirt man diese beiden Werte durch einander und ersetzt noch 
i!' durch 4 (r2- y·), so erhält man die Differentialgleichung der 
Spaunungsku rve 
d y 2 (r2 - y") + 3 ']X 
er;;=- 2xy+3qy 
und durch Integration die Gleichung 
C (r + y2 - r9) = (2 X + 3 q)2• 
Die Spannung kurven sind hiernach Kegel chnitte, und zwar 
(soweit sie reell sind) Hyperbeln, so lange die willkürliche Constante c 
zwischen 0 und 4 liegt, sonst Ellipsen. Von sämtlichen Kurven 
fällt eine der Axen mit der x-Axe zn ammen. Da die G1 ichung 
durch x2 + y2 = 1'2 und x = - 3/ 2 q unabl1ängig von c erfüllt wird, 
so gehen sämtliche Kurven durch die zwei Punkte, in welchen eine 
verticale Gerade im Abstand - 3/ 2 q vom Centrum den gegebenen 
Kreis schneidet. Ist q grö ser a1s 2/ 3 r, so werden die e Pnnkte 
imaginär; dann haben die Kurven keine reellen Grundpunkte. In 
der Figur 24 ist die durch C gehende Kurve eingezeichnet worden. 
Weiter ergibt sich leicht, das die x-A.xe von jeder Kurve in 
zwei Punkten ge chnitten wird, deren Absci en gleich 
6 q ± l ' 9 c qt. + c (c - 4) „'4 
c- 4 
sincl; der Mittelpunkt der Kurve hat daher die Absci 'e m = _3 14 c-
und die horizontale Halbaxe ist a = Jf 9 c 'l~ + c (c - 4:) r. Setzt 
c-4 
man für x die Absci se des :Mittelpunkte ein und 10 t nach Y 
auf, so findet man die verticale Halbaxe b = JI r2 ...L _:i . Für 
' c-4 
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c = -! - 9 f werden beide Halbaxen gleich null ; die Kurve de-
r 
generirt in diesem Falle in zwei gerade Linien, beziehungsweise in 
einen Punkt mit den Coordiuaten x = - ~ ~2 , y = .0; man könnte 
ihn den Drehmittelpunkt nennen. 
Hat der Büschel keine reellen Grundpunkte (q > 2/9 1·), so 
liegen die Kurven innerhalb des Kreises, so lange c kleiner als 
9 q2 . 
-! - -„- ist, dagegen ausserhalb, so lange c grösser als null ist; 
r· 
für zwischenliegende Werte werden sie imaginär. Sind die Grund-
punkte reell (q < 2/s r), so besitzt der Büschel lauter reelle Kurven, 
von welchen je ein Zweig innerhalb, ein anderer ausserhalb der 
Kreisfläche liegt. 
Die absolut grösste Spannung tritt in dem der Kraft Q am 
nächsten gelegenen Kreispunkte mit den Coordinaten x = ·r, !J = 0 
ein, weil sich hier die grösste Schubspannung unt.1 die grösste Tor-
sionsspannung addiren. Die Summe beider ergibt sich in diesem 
Punkte 
1'mnx = 7t~s (: r + 2 rz} 
Die absolut kleinste Spannung ist gleich null und stellt sich 
in den Grundpunkten, falls diese reell sind, andernfalls im Dreh-
mittelpunkte (m = - ~ ~2) ein. 
Wir werden die vorstehenden Ergebnisse in der Nummer 27 
weiter verwerten. 
18. :Maximal pannungen; Zug- und Druckkurven. 
:Nach den in den vorigen Nummern angestellten Untersuchungen 
ruft eine auf dem Querschnit~ senkrecht stehende Kraft P in den 
einzelnen Flächenelementen des Schnittes normale, eine im Quer-
schnitt liegende Kraft Q dagegen transversale Spannungen hervor. 
Den letztern entsprechend treten auch in Längsschnitten, das heisst 
in Schnitten, welche parallel zur Balkenaxe geführt werden, trans-
versale Spannungen, und zwar stet parallel zur .Axe gerichtete, auf. 
Die Grösse dieser letztem kann man (nach Nr. 8, S. 26) für ein 
/ 
' / 
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gegebenes, zur A.xe paralleles Flächenelement stets dadurch finden. 
dass man die an der betreffenden Stelle im Quer chnitt wirkende 
Spannung parallel und normal zu diesem Flächenelement zerleat; 
die normale Seitenkraft stellt dann zugleich die im Läng· cbnitt 
wirkende Spannung dar. 
Andere als die soeben aufgezählten inneren Kräfte sind uns bi 
jetzt, wenn wir von den sogenannten Oberfiächenkräften ( . Nr. 19) 
absehen, nicht entgegengetreten. Die F o 1 geh i e rv o n ist. da 
wir die Ableitung der Maximalspannungen der Zug-
u n d Druckkurven e t c. a 1 s A u f g a b e n i n der E b e n e 
'1 ur c h f üb r e n können. Bildet man nämlich ein unendlich 
kleines Dreikant, indem man von einem Punkte dei! Quer chnitte 
,aus eine Parallele zur Balkenaxe, eine Tangente an die Kurve der 
Transversalspannungen und eine dritte zu beiden Linien senkrechte 
Linie zieht, so wird die durch die beiden er ten gelegt Ffäche 
weder von normalen noch von transversalen Kräften beansprucht. 
Von den neun Kräften, welche wir am Dreikant der Fiaur 14 
(Seite 26) unterschieden haben, werden wenn man 0.1 a1 Parallel 
zur Balkenaxe und 0 B als Tangente an die chubkurve an i ht 
die Kräfte 88, T61 und T82 gleich null; demzufolge ver chwinden 
auch T13 und 1'23 und es bleiben nur Kräfte üb1ig, die parallel 
zur Ebene 0 11 B laufen. Das Spannung ellip oid des betreffenden 
Punktes besitzt daher in der zu dieser Fläche ,enkrechten Rich-
tung keine Ausdehnung, sondern schrumpft zu einer Ellip e zu-
sammen. 
Zerschneidet man nun den ganzen Balken den chubkurYen 
entlang in einzelne Schalen oder gebortene Scheiben, o lassen ich 
auf der Oberfiache die er Schalen alle die on trnctionen durch-
führen, die im ersten Kapitel in den Tummern 3 bi 7 be prochen 
wor~en sind. Wickelt man die krumme berfül.che in eine Eben 
auf, so lässt sich auf dieser für jeden Punkt die Grö e und Rich-
tung der grö sten und kleinsten Normalspannung cou tn1iren, 
und im Anschluss da.ran kann man alsdann zu g- und ruck-
k ur v e n ziehen und deren Verlauf auf die krumme Fläche zurück 
übertragen. Auf die e Weise gelingt es, die"e Kurven in einem 
Körper zu zeichnen, ohne uie verwickelten on t111ctio11en der 1 um-
mer 9 zu Hülfe nehmen zu mü,sen. Von den drei y temen Yon 
Zug- nn l Druckkun·en welche im Allgemeinen in einem Yon 
äus eren Kräften beanspmchten Körper be teben, geht hier da 
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eine verloren und die beiden andern bewegen sieb, Schraubenlinien 
ähnlich, in leicht bestimmbaren cylindriscben Flächen. 
Auf der Tafel 5 ist eine Construction dieser Art durchgeführt 
worden. Besondere Schwierigkeiten bietet dieselbe keineswegs; doch 
bleibt die Arbeit immer noch recht umständlich und würde es noch 
mehr sein, wenn eine andere Querschnittsfigur gewählt worden wäre. 
:Jfan wird sich daher, wenn keine Torsionskräfte vorhanden und die 
iinsseren Kräfte in einer Symmetrieebe.ne des Balkens wirken, in der 
Regel darauf beschränken, die betreffenden Constructionen in dieser 
Ebene auszuführen, obgleich die Spannungen in Längsschnitten, die 
anderen Schubkurven folge~, und besonders am Rande des Balkens 
naturgemiiss grösser ausfallen. 
Was die Construction der Zug- und Druckkurven im Einzelnen 
betrifft, so ist alles Wesentliche schon im ersten Kapitel gesagt 
worden. Doch mag es gut sein, die Ergebnisse der dortigen Unter-
suchungen kurz zu wiederholen und unter spezieller Berücksich-
tigung von belasteten Balken zu ergänzen. 
Schneidet man aus einer der vorhin besprochenen cylindrischen 
Schalen an einem beliebigen Punkte durch einen Querschnitt, einen 
Lii.ngsschnitt und einen beliebig gerichteten schiefen Schnitt ein 
unendlich kleines Element von der Form eines dreiseitigen Prismas 
heraus (Figur 25), so wirken auf die Querseite a desselben eine 
bekannte normale und eine bekannte transversale Spannung, 15 und r:; 
auf die Längsseite b dagegen wirkt nur eine transversale Spannung r:, 
die an Intensität der vorigen gleich ist. Die dritte, schiefe Seite c 
wird von Kräften <5 1 und -r' beansprucht, deren Grösse wir erst be-
stimmen müssen. Multiplicirt man nun die verschiedenen spezifi-
schen Spannungen mit den entsprechenden Seitenlängen des Dreiecks 
und setzt sie, (wie dies in den Figuren 8 und 11, Seite 14 und 18 
geschehen ist) zusammen, so entsteht das geschlossene Kräftepoly-
gon B 0 DE FB (Fig. 26). Da hier auf die Seite b keine Normal-
kraft wirkt, ~o besteht dieses Polygon nur aus fünf Kräften. Sind 
die Spannungen <J und r: bekannt, so können die Spannungen <5' 
nnd -r' für jede beliebige Schnittrichtung bestimmt werden. Hält 
man, um diese Richtung zu verändern, die Länge von a fest und gibt 
der Seite b verschiedene Längen, so bleiben die Punkte B 0 D im 
Kräftepolygon fest und der Punkt E bewegt sich auf einer Hori-
zontalen. Die Seite .E F jedoch dreht sich um den festen Punkt 0; 
denn da das Dreieck DE 0 dem Elementendreieck ähnlich ist, so 
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hat D 0 den constanten Wert -r a. Da ferner 0 F B stets ein 
rechter Winkel bleibt, so beschreibt der Punkt F während der er-
ändernng von b einen Kreis über dem Durchme ser B O. Leat man 
durch B eine Verticale und durch D eine Horizontale und betrachtet 
diese Linien die sich in U schneiden, als Coordinatenaxen, o sind 
die Coordinaten von F, wieder aus Gründen der Aehn1ichkeit, gleich 
6' a und -r' a und gestatten, da a als constant angenommen wurde, 
eine bequeme Uebersicht über clie enderung, welche 6' und -r' bei 
wechselnder Schnittrichtung erfahren. 
Fig. 2:5. Fig. 2G. 
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Dreht man nun den zur Schnittrichtung parallelen 'trabl 0 F 
um 0, so beschreibt der Punkt F den ganzen Kreis und seine Co-
prdinaten 6' a und -r' a machen dabei folgende Wandlungen dnrch: 
Schneidet man das Material in der Richttmg O .J[, o erhält 
mau das Maximum, schneidet man es parallel 0 X, da Iinimum 
von 6' · diese beiden SchnHtricbtungen stehen stets a.ut inandcr 
senkrecht und geben die Axenrichtungen der Spannunasellip e an. 
Schnitte parallel 0 K und 0 L odann liefern da ~faxiroum und 
das Minimum von -r'; auch diese tehen aufeinander senkrecht unu 
bilden überdies mit den beiden erstgenannten I i l1tungen inkel 
von 45 6• In den Figuren 27 bi 30 sind die cbnitte nach die eu 
vier Hauptrichtungen besonder herau gezeichnet worden. 
Es gAht ferner au der Figur 26 hervor da in den clrnitteu. 
welche auf das Maximum und Minimum der 'ormal pnnnung führen. 
niemals transversale , pannungen wirken: diese Schnitte erden 
daher nur normal beansprucht. Die beiden andern chnitte X 
und 0 L da.gegen, welche die grö ste chub pannung erfahren 
werden zugleich auch von no11nalen Kräften bea.n. prn ht. 
Schneidet man das Material in der Richtung P oder 0 Q. 
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so verschwindet <J'; diese Schnitte sind daher diejenigen, welche 
nur transversal beansprucht werden. Sie bilden zugleich nach früher 
(Nr. 3 - 5) die Doppelstrahlen in der Involution der conjugirten 
Kräfte und Schnitte. Ferner schneidet jede Linie durch den Pol J 
der Linie PQ den Kreis in zwei Punkten, welche mit 0 verbunden 
ein neues Paar involutorischer Strahlen liefern. 
Fig. 2i. 
K 
Fig. 29. 
Fig. 28. 
L 
Fig. 30. 
Da die eine Kathete des Elementendreiecks nur transversal in 
Anspruch genommen wird, so liegt der Punkt U stets innerhalb 
des Kreises; die Coustruction kann daher nie derselben Art wie 
die der Figm 10, Seite 16, sein, sondern ist jederzeit der Art YOn 
Figm 11, Seite 18. Die Involution der conjugirten Schnittrichtun-
gen ist demnach stets hyperbolisch; das heisst sie besitzt reelle 
Doppelstrahlen. In unseren Balken gibt es daher an jedem Punkte 
Schnitte, die ausschliesslich Scberspannungen auszuhalten haben. 
sowie solche, die bloss auf Zug, und solche, die bloss auf Druck 
beansprucht werden. Die auf Zug beanspruchten Schnitte werden 
durch die Doppelstrahlen von denjenigen getrennt, welche Druck 
erfahren. 
Um die Maxima und Minima der Spannungen, sowie die Rich-
tungen der genannten ausgezeichneten Schnitte rasch zu finden, 
genügt es, von einem Punkte aus 1/ 2 /5 und -c als Kräfte in irgend 
einem Massstabe aneinander zu reihen und mit deren Mittelkraft 
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als Radius einen Halbkreis zu zeichnen. Man erhält dann die 
Figur 31. In dieser entspricht der Ausgangspunkt .d dem Kreis-
mittelpunkte der Figur 26; die Strahlen 0 M und 0 N geben die 
Richtungen der Schnitte an, auf welche die grössten Normalkräfte 
wirken, die den rechten Winkel halbirenden Strahlen die Richtungen, 
in denen die grössten Schubkräfte wirken. Der Radius de Halb-
kreises stellt die grösste Transversal paunung dar; er ist gleich 
V 1/.,, CJ2 + -r2 • Die grösste Nonnalspannung wird, da in der Figur 26 
D und U in Bezug auf den Kreismittelpunkt symmetri eh liegen, 
dnrch D N = 1/ 2 6 + l 1;. CJ2 + 1'~, die klein te durch JJ .Jl = 
1/ 2 6 - y 1/ 4 CJ~ + -i~ dargestellt; beide \ erte haben stets entgegen-
gesetzten Sinn, und zwar der ab olut grös ere denjenigen des ge- · 
gebenen 6. 
Wirkt 6 auf Druck, so hat man es von 1 aus nach rechts 
hin aufzutragen; ebenso kann 1', je nach der Richtung der Tran -
versalkraft Q auf- oder abwärts gerichtet sein. 
In der praktischen Ausführung dieser Con truction brau ht 
der Halbkreis nicht ausgezogen zu werden; es genügt, die Punkte 
Jl und N mit dem Zirkel zn markiren. Auch die Richtungen von 
0 nach Mund N braucht man bloss durch kurze Striche anzudeuten. 
Fig. 31. 
Parallel zu den Linien 0 ..ll und 0 N 
laufen nun an jedem Punkte des Balkens 
die Zug- und Druckkurven. Hat man auf 
einer der cylindriscben chalen, beziehungs-
weise in dem die Kraft Q enthaltenden 
Längsschnitt für eine genügende Zahl YOD 
Punkten die e Richtungen be timmt und 
auf getragen, so lassen sich einzelne die er 
Kurven nach dem A ugenmass einzeichnen. Wo e nötig i t, be-
stimmt man durch Interpolation noch weitere Richtungen. Wo 
eine Zugkurve auf eine Druckkurve trifft, schneidet ie diese stets 
unter rechtem Winkel. Ueberdies gehen aus der Figur 31 noch 
folgende Gesetze hervor : 
Ist an irgend einer Stelle -r gleich nnll, i::o ver chwinuet auch 
das Minimum von 6 und die Trajectorie läuft parallel zur Balken-
axe. Solche Stellen finden sich , wenn Torsion kräfte Yorhanden 
sind, in den jeweiligen Grundpunkten; wenn das Tor ion moment 
fehlt, an den beiden von der neutralen Axe entferntesten Punkten 
jedes Querschnittes und überdies in ämtlichen Punkten des Maximal-
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momentenquerschnittes. Wird an einer Stelle 6 gleich null, so 
bilden die Kurven mit der Balkenaxe Winkel von 45 °; dieses trifft 
stets in der neutralen Axe und in denjenigen Querschnitten ein, 
welche kein Biegungsmoment auszuhalten haben. 
Unschwer lassen sich auch die Kurven ziehen, welche den 
Schnitten folgen, in denen die Schubspannung ein Maximum ist, 
sowie diejenigen, längs welchen ausschliesslich Schubspannungen 
wirken. Erstere bilden mit den Zug- und Druckkurven fortwährend 
Winkel von 45 °; von letzteren läuft die eine Schar parallel zur 
Balkenaxe, und die Kurven der andern Schar sind dadurch bestimmt, 
dass sie mit den Zug- und Druckkurven denselben Winkel ein-
schliessen, wie diese mit der Richtung der Balkenaxe. Sind die 
Linien der grössten und kleinsten Normalspannungen für einen 
Balken gezeichnet, so lassen sich daher auch die übrigen Kurven 
ohne weitere Vorbereitungen ziehen. 
Fig. 32. 
Um einen klaren Begriff von der Uebertragung der Kräfte 
durch die Zug- und Druckkurven zn geben, haben wir das durch 
die Figur 32 dargestellte Modell eines an einem Ende eingespannten 
Balkens anfertigen lassen. Die Zugkurven sind durch Blechstreifen, 
die Druckkurven durch Holzklötzchen gebildet. Die Spannung nimmt 
in beiden Teilen nach rechts bin zu, und zwar, wie man leicht 
übersieht, dadurch, dass in jedem Knotenpunkte die kreuzende Kurve 
um einen kle1nen Winkel abgelenkt wird. Setzt man zwei Balken 
von der Form der Figur 32 mit ihren hinteren Enden zusammen, 
so dass sich die Kräfte je zweier entsprechender Kurven aufheben, 
und kehrt man das Ganze um, so dass die gezogenen Kurven unten, 
die gedrückten oben liegen, so erhält man das Bild eines über eine 
Oeffnung gelegten und an beiden Endpunkten gestützten Balkens. 
Ein solcher Träger bat grosse Aehnlichkeit mit einem Fachwerke 
und es dient dies zur Bestätigung der allbekannten Thatsache, dass 
unsere Fachwerkbrücken Constructionen von hoher Zweckmässig-
keit sind. 
6 
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19. Die seitlichen Oberflächenkräfte. 
In den bisherigen Betrachtungen über die Spannungen, welche 
im Innern von belasteten Balken auftreten, ist stets nur von dem 
Eintlnsse der ausserhalb des Querschnittes wirkenden Kräfte P und Q 
die Rede gewesen. Wir haben dabei eine Klasse von Spannungen 
unberücksichtigt gelasl:!en, welche stets auftritt, wenn der Balken 
auf Biegung in Anspruch genommen wird. An den Stellen näm-
lich, an welchen die auf den Balken einwirkenden äus eren Kräfte 
(aufgelegte Lasten und .A.uflagerdrücke) dessen Oberfläche berühren, 
müssen notwendig quer zur Balkenaxe (in der Regel vertical) ge-
richtete Spannungen entstehen, die zu den bisher abgeleiteten Span-
nungen hinzutreten. Es sind dieses fast ohne Au nahme Druck-
spannungen; denn wenn auch die Lasten, welche der Balken zu 
tragen hat, unter Umständen nicht aufgelegt, sondern aufgehängt 
werden, so kann doch der hierbei entstehende Zug nur durch ein 
Zwischenglied auf die Balkenobertlä.cbe übergeben und wird sich an 
der .A.ngrift'sstelle stets als Druck !iussern. 
In zahlreichen Fällen ist der Einfluss die er eitlicheh Ober-
tlücbenkräfte geringfügig und kann ohne weiteres vernachlä sigt 
werden; in anderen Fällen dagegen, besonders wenn die Lasten 
concentrirt angreifen, können diese neuen Spannungen eine ganz 
beachtenswerte Grösse erreichen. 
Es ist zunächst klar, dass an den Angriffsstellen der äus eren 
Kräfte Druckspannungen entstehen, deren Grö se man findet, wenn 
man diese Kräfte über die Angriffs- oder Berührung fläche verteilt. 
An der gegenüberliegenden Seite des Balkens wird die oberflächliche 
Spannung in der Regel null sein. Wie sich die pannung da-
zwischen ändert, soll nun näher geprüft werden. 
Wir denken uns durch den Balken zwei benachbarte Quer-
schnitte gelegt, welche eine Scheibe von der Dicke dx heraus-
schneiden. (Vgl. Figur 20, Seite 62.) Ueber diesem Elemente 
ruhe die Last d L = p. ax, worin p die auf die Längeneinheit 
der Balkenaxe bezogene Belastung bedeutet. Legt man nun wie 
früher durch dieses Balkenelement einen zur Balkenaxe parallelen 
Schnitt AB B'A' derart, dass im Querschnitte AB der Richtung 
von Q conjugirt ist, so findet man die auf die e chnittfläche wir-
kende Druckkraft, indem man die auf da abgetrennte Balken tück 
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wirkenden, zu Q parallel gerichteten Kräfte ins Gleichgewicht bringt. 
Diese Kräfte sind die von oben wirkende Belastung, die von unten 
wirkende gesuchte Druckkraft und die in den Querschnittsfl.ächen 
wirkenden Transversalspannungen. Bezeichnet inan die gesuchte 
Spannung, auf die Flächeneinheit bezogen, mit (o'), so ist die ge-
samte, auf die Fläche AB B 1 A' wfrkende Kraft gleich ( 6) . z . L1 x. 
Nennt man ferner die Schubspannung in einem beliebigen Flächen-
elemente des vordem Querschnittes -r, diejenige des hintern Schnittes 
-r', die Ordinate der Linie AB wie früher y und die Ordinate des 
obersten Fläch~nelementes e, so ist (vgl. Nr. 15, Seite 63) 
Q • s d I Q'. s 
-r=-J un-r=-J' 
.z .z 
worin J das Trägheitsmoment des ganzen Querschnittes bedeutet und 
• S = ~ y.LJF, 
'II 
gleich dem statischen Momente des über AB liegenden Teiles der 
Querschnittstiäche, bezogen auf die Schwerlinie N N, ist. Das Gleich-
gewicht der Kräfte verlangt nlm die Beziehung 
• • JJ. LJX - (6). z. LJX + ~ '(. L1 F - ~ -r'. Lf"F = 0. 
'II 'II 
Führt man obige Ausdrücke für -r und -r' ein und berücksichtigt, 
Jass Q' - Q gleich der auf das Balkenelement entfallenden Be-
L1 F lastung, also gleich p . LI x ist, und dass ferner -- durch LI y 
z 
ersetzt werden darf, so ergibt sich 
(o") = JJ (1 - ~ S.Lly). 
z 'II J 
Um den hier auftretenden Summenausdruck in eine fasslichere 
Form überzuführen, machen wir uns die auf der Tafel 2 dargestellte 
Construction des Trägheitsmomentes einer ebenen Figur zu Nutze. 
Wie schon auf der Seite 65 erklärt worden ist, kann man den 
Figuren 2 - 4 dieser Tafel die Werte S und J entnehmen, und 
zwar ist 
• S=ab~LJs 
und 'II J = a bct. 
Hiernach wird 
(6) = p (1 - ~ ( LI ,l! ~LI s)) · 
Z 11 C. t V 
6* 
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Nun stellt aber, wie wir auf der Seite 66 gezPigt haben, der 
Ausdruck 4 Y ~ d s die horizontale Projection der einzelnen Seiten 
c 
des zweiten Seilpolygons (Figur 4) dar; wenn man daher diese Pro-
jectionen von y bis e summirt, so erhält man die auf der Tafel 
mit ty' bezeichnete Strecke. Bezeichnet man schliesslich noch die 
Differenz t - t/ mit t 11 , so ergibt sich die einfache Beziehung 
(11) = p.t11 • . 
z. t 
Die Spannung (11) ist stets parallel zur Querkraft Q gerichtet 
und trifft daher die Schnittfläche AB B'.A' im Allgemeinen unter 
schiefem Winkel. In der Praxis fällt jedoch die Richtungslinie 
von Q fast ausnahmslos mit einer Axe der Centralellipse zusammen; 
dann wirkt die Spannung selbstverständlich normal zur Schnittfläche. 
Man sieht aus obiger Gleichung, dass der Einfluss der seit-
lichen Oberflächenkräfte in einfacher Wei e durch das zweite Seil-
polygon dargestellt wird; die Absci sen die es Seilpolygons, bezogen 
auf die letzte Seite desselben, stellen, mit dem con tanten Werte~ 
multiplicirt, das Produkt (11). z dar. Bei constanter Breite z ist 
die Spannung l11) der Ahscisse t 11 direct proportional und nimmt 
daher von oben nach unten fortwährend ab. Hat die Querschnitts-
figur dagegen wechselnde Breite, so kann die Spannung an einer 
Zwischenstelle leicht beträchtlich grösser ausfallen als an der Ober-
fläche. Namentlich in den Stegen der !-Balken (auch der Eisen-
bahnschienen) und bei concentrirter Belastung (das heisst bei 
grossem p) nimmt die Spannung (o-) oft ziemlich hohe Werte an, 
und es erhellt hieraus, dass man gut thut, die dünnen Stege der 
als Schwellenträger dienenden Blechbalken unter jeder Schwelle 
durch ein Pföstchen zu verstärken. Bei verteilter, namentlich bei 
gleichfürmig verteilter Belastung dagegen darf man diese quer zur 
Balkenaxe gerichteten Spannungen in den Berechnungen der Pro.:cis 
meistens unberücksichtigt lassen. 
Will man unter Berücksichtigung der Oberflächenkräfte die in 
schiefen Schnitten wirkenden Spannungen und deren grosste und 
kleinste Werte bestimmen, so erfahren die Betrachtungen der vorigen 
Nummer einige Abweichungen. Zu den Kräften, welche das drei-
eckige Element der Figur 25 beanspruchen, kommt dann noch eine auf 
die horizontale Seite wirkende Normalkraft hinzu. Wie sich hiernach 
- 85 -
die Figur 31 gestaltet, kann entweder direct wie m der vorigen 
Nummer, oder unter Verwendung der in der Nummer 6 (S. 21) 
angestellten Betrachtungen abgeleitet werden. Wir beschränken 
uns darauf, zu bemerken, dass man (vgl. Fig. 31) von einem be-
liebigen Punkte A aus beide Spannungen , 6 sowohl als ( o') , in 
horizontaler Richtung aufträgt, am Endpunkt der letzteren -r an-
fügt und durch den Endpunkt von -r einen Halbkreis zeichnet, 
dessen Mittelpunkt die Differenz der beiden Normalspannungen 
halbirt. Die Endpunkte des Halbkreises bestimmen dann wie oben 
mit dem Punkte A die grösste Zug- und die grösste Druckspannung; 
der Radius des Halbkreises stellt die grösste Scherspannung dar, 
und wenn man die Halbkreisenden mit dem Endpunkte von -r ver-
bindet, so erhält man die Richtungen von 6 max und 6 min oder, was 
dasselbe ist, die Richtungen der Spannungstrajectorien. 
Drittes Kapitel. 
Construction der inneren Kräfte 
an verschiedenen Beispielen. 
20. Balken mit rechteckigem Querschnitt. 
Wenn die auf die Querschnittsfiächen eines Balkens wirkenden 
äusseren Kräfte die Balkenaxe sämtlich schneiden, das heisst wenn 
das Torsionsmoment -fehlt, so gibt man dem Balken in der Regel 
einen rechteckigen Querschnitt, wenn er aus Holz besteht, dagegen 
einen doppel-T-förmigen oder einen dem ähnlichen, wenn man in 
Eisen construirt. Im letzteren Falle werden die inneren Kräfte, 
wenn man sich nicht auf di~ einfachsten Aufgaben beschränken 
will, am besten auf graphischem Wege bestimmt; im ersteren da-
gegen ist es gewöhnlich einfacher, die Spannungen im Innern des 
Balkens als Functfon der wenigen vorkommenden Dimensionen aus-
zudrücken und mit Hülfe dieser zu berechnen. 
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In der Praxis liegt die ausserhalb eines Schnittes angreifende 
Kraft in weitaus den meisten Fällen in einer der beiden Symmetrie-
ebenen des Rechteckes. Dann wird die neutrale Axe im Querschnitt 
stets zu einer der Seiten parallel laufen und auf der Verbindungs-
linie des Angriffspunktes mit dem Schwerpunkte senkrecht stehen. 
Nennt man nun die zur neutralen Axe parallele Seite des Rechteckes 
b, die andere h, so ist der Flächeninhalt des Querschnittes gleich b Ji, 
das Trägheitsmoment (vergleiche den ersten Band on Culmann 
graph. 8tatik) gleich 1/ 12 b h6 uncl die Entfernung der äus ersten 
Kante vom Schwerpunkte gleich 1/ 2 h. Eine im Schwerpunkt an-
greifende Normalkraft P rnft daher im ganzen Schnitt eine Span-
nung p 
<11 =TI 
hervor, und ein in der zu h parallelen Mittelebene wirkendes Kr1ifte-
paar M bewirkt in den äussersten Kanten die Spannung 
c1 _ ;.ll . e _ (>Jf 
2 
- J - bh~. 
Wirken beide Kräfte zugleich, so bestimmt man den Einftus von 
jeder einzeln und summirt sie, oder man wendet den auf der Seite 56 
gesperrt gedruckten Satz an. 
Bringt man obige Gleichung auf die Form 
b .h2 = ~. M, 
c1 
so eignet sie sieb, für den Fall, dass das Biegungsmoment bekannt 
und die Dimen„ionen des Quer chnittes gesucht sind sehr gut znr 
Lösung mittelst des Rechenschiebers. Da c1 in der Reuel als czu-
o 
lässige Spannung> gegeben i t, so kann man ~ von vornherein 
·<1 
berechnen und als eine bekannte Zahl betrachten· dann genügt zur 
Bestimmung der Dimensionen eine einzige tellung des Rechen-
schiebers. Man kehrt die Zunge des Schieber um, bringt in den 
beiden oberen Scalen die beiuen Glieder rechts vom GleichbeiLzeicben 
zur Deckung und kann dann in den beiden unt ren für j des b das 
entsprechende h oder umgekehrt ablesen. 
Ist beispielsweise ein Balken vou 7 m lichter oder 7,4 m theo-
retischer Spannweite zu berechnen, der auf den Jaufenclen feter eine 
gleichförmig verteilte Last von 0,28 Tonnen (Eigengewicht inbe-
griffen) zu tragen hat, und soll die grO ste Spannung nicht mehr 
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als 0,07 Tonnen prÖ cm2 betragen, so findet sich zunächst das 
Bicgungsmoment (gleichfalls mit dem Schieber berechnet) 
M = 1/ 8 q l2 = 1/ 8 • 0,28. 7,42 = 1,917 mt = 191,7 cmt 
nncl 6 6 
Ci = 0,07 = 85•7· 
Stellt man nun die umgekehrte Zunge so, dass in den oberen 
'l'eilungen die Zahlen 1,917 und 8,57 übereinander stehen, so ent-
prechen sich auf den unteren folgende, den Anforderungen genügende 
Werte (auf Centimeter abgerundet) 
b = 15 16 17 191/ 2 21 22 1; 2 25 1/ 2 28 1/ 2 31 cm 
h = 33 32 31 29 28 27 25 1/ 2 24 23 cm 
Ian sieht, dass man durch eine einzige Schieberstellung gleich eine 
ganze Reihe von Lösungen erhält. Bezüglich der Charakteristik ist 
zu b merken, dass man am besten diejenige von Jl um 2 und die-
jenigen der übrigen Grössen um 1 vermindert; oder mit andern 
Worten : Drückt man das Biegnngsmoment in Metertonnen aus und 
dividirt die Zahl ~ durch 10, so exhiilt man die Dimensionen b 
' C1 
und h in Decimetern. 
Boi dieser Rechnung haben wir einen Schieber vorausgesetzt, 
Fig. 33. dessen drei obere Teilungen gleichen 
Logarithmenma tab besitzen, während 
die vierte in doppeltem :Massstab auf-
getragen ist. Venvendet man einen 
sogenannten Mannheim'schen Schieber, 
welcher zwei Doppelscalen enthält, so 
hat man bei der Multiplication der zwei 
gegebenen Zahlen von der Coulisse Ge-
brauch zu machen. 
Nur in seltenen Fällen wird der An-
griffspunkt der Kraft P au serhalb einer 
der Symmetrieaxen de Querschnittes 
liegen. In die em Falle construiren wir 
( Fig. 33) zunächst die neutrale Axe, 
indem wir den Angriffspunkt .d auf die 
andere Seite vom Schwerpunkt, nach A' 
v rlegen, von hier aus zwei Tangenten an die Centralellipse legen 
und deren Ilerülmmgspunkte verbinden. Die Spannung in der 
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äussersten (obersten) Kante wird hierauf bestimmt, indem mau 
durch S eine Parallele zur neutralen Axe legt und, parallel zu A ', 
die Entfernung e der äussersten Kante, die Entfernung n der 
neutralen Axe und den Trägheitshalbmesser i abgreift; dann ist 
nach der Gleichung (5) auf der Seite 54, wenn das Moment der 
Kraft P in Bezug auf S mit M bezeichnet wird, 
M(e+n) 
15 = J ' 
worin J = F i 2 zu setzen ist. 
Noch rascher findet man 15 unter Benützung des Satzes: Die 
grösste Spannung ist gleich dem Kernmoment, dividirt durch das 
Widerstandsmoment. (Seite 56.) Hiernach ergibt sich 
P.AK P.AK 
15 = ---J: e F.SK 
Der Querschnitt wird nach früher (Seite 58) am tragfähigsten, 
wenn die grössere Diagonale des Centralkerns mit der Richtung A 
zusammenfällt; dagegen trägt er am wenigsten, das heisst 15 wird 
am grössten, wenn AS mit einer Seite des Kerne einen rechten 
Winkel bildet, und nicht etwa, wenn die andere Diagonale in die 
Linie AS füllt. 
Reducirt sich P auf eine unen.dlich ferne Kraft (ein Kräftepaar), 
welche im unendlich fernen Punkte von AS angreift, so füllt die 
neutrale Axe mit der Schwerlinie zusammen und 11 verschwindet. 
Dann wird einfacher 
J.1le M 
15
=-y-= l!'.SK' 
Die t ran s versa 1 e Spannung im Querschnitt wird nach 
der Gleichung (14), Seite 64, berechnet. Wirkt Q in einer der 
Symmetrieaxen des Querschnittes, so ist T', da die Breite z constant 
• bleibt, dem statischen Momente ~ !/. d 11' proportional und die quer-
11 
laufenden Schubspannungen 't'" (Seite 69) werden null. 
Für einen Punkt, welcher von der zu Q normalen Schwerlinie 
um y absteht, wird das obige statische Moment gleich 
b (e - y) et y = l/2 b (es - y2) = t/s b (h„ - 4 iJ), 
folglich 
-r'= 
3 Q (h2 - 4 y2) 
2 b h3 
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Trägt man diese Werte von einer Verticu.len aus in horizontaler 
Richtung auf, so entsteht eine Parabel mit horizontaler Axe. In 
der obersten und untersten Kante ist die Schubspannung wie immer 
null; in der Schwerlinie wird sie ein Maximum und zwar 
3Q 
-r. . 2 b h. 
Um daher beim Rechteck die grösste Schubspannung zu finden, '"er-
teilt man die Schubkraft über 2/ 6 des Quer chnittes. {Auf das 
nämliche Ergebnis führt der auf der Seite 68 oben stehende Satz.) 
Der Fall, wo die Kraft Q die Seiten des Rechteckes schief-
winklig schneidet, ist verwickelter un<l wird am besten auf graphi-
schem Wege geprüft, nach Methoden, die wir spätet· an unregel-
mässigen Profilen erläutern werden. 
Vereinigt man nun noch die 15 und -r für den Fall, dass Q 
parallel zu h wirkt, auf die in der Nummer 18 beschriebene Weise, 
indem mau sioh das Material schief und zwar in der Richtung der 
Zug- und Druckkurven geschnitten denkt, so gelangt man zu fol-
genden Resultaten: 
Die normale Spannung lf wird (Figur 34) durch eine gerade 
Linie dargestellt und ergibt sich für einen Punkt im Abstand y 
.L1l (y + n) 12 .M (.!/ + n) 
15 = J = bhs . 
Die Darstellung der transversalen Spannung führt, wie schon gesagt, 
zu einer Parabel. 
Fig. 34. 
.... „- ........ „„ 
h 
Bildet man nun an jeuer Stelle 
aus 1/ 2 15 und -r ein rechtwinkliges 
Dreieck, so ist dessen Hypotenuse 
gleich 1'mu, und fügt man diesen 
Wert (vergleiche Figur 31) an 1/ 2 11 
an, so bekommt man 15mu· 
In der Figur 34 ist nun zu-
bäch t eine gestrichte Linie ge-
zogen worden, welche sämtliche 15 
halbirt; hierauf wurden die -r um 
einen rechten Winkel gedreht, so 
da s sie in die verticale Axe zu 
stehen kamen. Ein Halbkreis, dessen Mittelpunkt auf der ge-
strichten Geraden liegt, und dessen Halbmesser gleich -r mu ist, 
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führte sodann zu den Werten O'mu: und O'min· Aus der Verbinaung 
der Halbkreisendpunkte entstanden die beiden ausgezogenen, mehr-
fach gekrümmten Kurven; im Verein mit der verticalen Axe stellen 
sie die Grenzwerte der normalen Spannungen dar; ihre Horizontal-
entfernungen von der gestrichten Geraden ergeben dagegen die 
grössten Schubspannungen. 
Ans der Beziehung O'mAx = 1/ 2 O' + y 1/ 4 6:? + i-2 (Seite 80) 
ergibt sich für diese Kurven die Gleichung 
O'mu: (O'mu: - 6) = ,2. 
Da O' in Bezug auf y vom ersten und -r vom zweiten Grade ist, so 
liegen die Endpunkte der O'mu: auf einer Kurve vom vierten Grade. 
Die graphische Construction dieser Kurven wird da.her selbst in 
diesem einfachsten Falle der Rechnung vorzuziehen sein. 
21. Verzahnte hölzerne Balken. 
Da die Dicke der hölzernen Balken in der ganzen Höhe con-
sta.nt bleibt, so wird die Schubspannung -r selbst in der Schwerlinie 
selten eine über das zulässige Mass hinausgehende Grö se annehmen, 
trotzdem die Schubfestigkeit des Holzes in der Richtung der F~ern 
bekanntlich weit geringer ist, als seine Zug- und Druckfestigkeit. 
Die Berechnung der Schubspannungen gewinnt aber an Bedeutung, 
wenn es sich um verzahnte Balken handelt;. 
Die Zähne haben clen Zweck, die horizontal gerichteten Schub-
spannungen aufzunehmen, welche in den Berührungsflächen der 
einzelnen Stämme wirken, aus denen ein verzahnter Balken zu-
sammengesetzt ist. Werden zwei Stämme unverzabnt übereinander 
gelegt und auf Biegung beansprucht, so finden die in der Trennungs-
fläche wirkenden Schubkräfte, abgesehen von der meist ungenügenden 
und unzuverlässigen Reibung, welche die erschraubung bewirkt, 
keinen Widerstand; die sich berührenden Teile gleiten übereinander 
weg und die beiden einzelnen Balken tragen nicht mehr, als wenn 
sie neben einander lägen. 
Daraus folgt nun zunächst, dass die Richtung der Zähne von 
cler Richtung der Transversalkraft Q abhängt. Ist diese (als Mittel-
kraft der links vom Querschnitt angreifenden Kräfte betrachtet) 
wie in der Figur 35 aufwärts gerichtet, so hat sie das Bestreben, 
den links von einem Querschnitt liegenden Balkenteil an dem rechts 
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liegenden vorbei nach oben zu verschieben , wie dies in der Figur 
durch die zwei kleinen verticalen Pfeile angedeutet ist. Da (ent-
sprechend der Figur auf der Seite 67) 
. Fig. 35· d' S h b . Lä h "tt ie c u spannungen lD ngssc m en 
r
n ~f.J denjenigen im Querschnitte stets ent-
't : gegengesetzt laufen, so folgt weiter, 
; dass der obere Balken nach links, der 
untere nach rechts zu gleiten geneigt 
ist. Um diese Bewegung zu verhindern, müssen somit die Zähne 
nach rechts steigen. 
Da die Scherkraft bei einem einfachen, auf zwei Stützen 
ruhenden Balken verschiedene Richtung hat, je nachdem man sich 
links oder rechts von, derjenigen Stelle befindet, an der das Moment 
ein Maximum wird, so kann man allgemein sagen: Die Zähne eines 
verzahnten Balkens müssen stets gegen den Maximalmomenten-
punkt steigen. 
Bekanntlich schwankt aber dieser Punkt bei denjenigen Balken, 
welche neben dem Eigengewichte auch zufällige Lasten zu tragen 
haben, hin und her, und zwar innerhalb einer bestimmten Strecke, 
welche im Verhältnis zur Spannweite um so grösser ist, je mehr 
die Verkehrslasten das tote Gewicht überwiegen. Innerhalb dieser 
Strecke sollten daher die Zähne nach beiden Richtungen wirken 
können und die Form der Figur 36 er-
Fig. 36· halten. Wenn gegen diese Regel gefehlt 
.-t=-===1----- wird, ohne dass Nachteile daraus ent-
stehen, so erklärt sich dieses dadurch, 
_ dass die von den Schraubenbolzen her-
rührende Reibung, sowie die benachbarten, 
richtig laufenden Zähne die Aufgabe der verkehrt stehenden auf 
sich nehmen. 
Bei continuirlichen Balken will es bisweilen durchaus nicht 
gelingen, die Richtung der Zähne aus der Richtung der Scherkraft 
abzuleiten. Die Zweideutigkeit rührt davon her, dass man mit der 
Verzahnung zwei Zwecke erreichen -.vill. Soll zum Beispiel nach 
der Figur 37 ein Balken mit einem Sattel verbunden werden, so 
verlangt der über dem Auflager vorhandene Stoss des Hauptbalkens 
eine Verkämmung und . dadurch eine andere Zahnrichtung als die 
Scherkraft, doch nur so lange, bis die Hauptbalken an ihren Enden 
zu einem Ganzen verbunden sind. Sobald dies geschehen ist - es 
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wird dieser Zweck auch durch Klammern befördert - können die 
Zähne wieder der durch die Scherkraft bestimmten Richtung folgen. 
Hierdurch ergibt sich die in der Figur 37 dargestellte Form der 
Verzahnung. Uebrigens wird man in solchen zweifelhaften Fällen 
gewöhnlich am besten thun, erlabnungen anzuordnen, die nach 
beiden Seiten hin. gleichmä sig widerstehen können. 
Fig. 37. 
> 
Um die Stärke der Verzahnung zu bestimmen, beachten wir 
dass jeder Zahn an seiner senkrechten Fläche eine Druckkraft er-
fährt, welche der an seiner Grundfläche herrschenden Schubkraft 
F. 38 gleich ist. Die spezifischen pannungen ig. · 11 und -r (Fig. 38) verb:ilten sich daher um-
~ gekehrt wie die betreffenden Längen ; oder es 
r herrscht, wenn der Steigungswinkel des 
Zahnes mit a bezeichnet wird, in der senkrechten Zahnfüi.che die 
Druckspannung 
11 = -r • cotang a. 
Die Spannung -r wird nach der auf der Seite 88 tehenden 
Formel bestimmt. Es ergibt sich nach dieser, wenn der verzahnte 
Balken aus zwei gleich hohen Teilen besteht, für 1J = 0 
3Q 
tang a = 2 b h 11 
und wenn derselbe aus drei Teilen zusammengesetzt wird, für y = :/6 h 
4Q 
tang a = 3 0 h 11 • 
Je weiter die verzahnte Fläche von der horizontalen Mittellinie des 
Balkens absteht, und je mehr sieb die Zähne dem Maximalmomenten-
punkte nähern, desto flacher können sie geschnitten werden. In-
dessen wird man aus Gründen der Einfachheit in der Regel vor-
ziehen, den Steigungswinkel nach dem grö sten Q zu berechnen 
und constant durchzuführen. Ob man dabei besser zahlreiche kurze 
und niedrige Zähne oder weniger zahlreiche, aber dafür längere und 
höhere Zähne anbringt, ist vom statischen Standpunkt aus betrachtet 
gleichgültig und richtet sich allein nach praktischen Rücksichten. 
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Es mag interessant sein, noch zu bemerken, dass wenn man 
bei einem gleichfö~mig belasteten Balken die grösste Zug- und 
Druckspannung im Querschnitt urrd die grösste Druckspannung 
an der Zahnfläche gleich gross verlangt, die Zahnlinie parallel zur 
Diagonale der Ansichtsfläche des Balkens läuft. Denn wenn man 
das aus der Formel 1/ 8 q l2 = 1/ 6 <f b h2 berechnete <f dem obigen 
gleich und Q gleich 1/ 2 q l setzt, so wird tang a = ; . Selbst bei 
unregelmässjg belasteten Balken wird es vielfach gestattet sein, 
sich dieser einfachen Regel zu bedienen. 
Fig. 89. Fig. 40. 
Im Bisherigen ist stets von regelrechten Zähnen die Rede ge-
wesen. Unsere Ergebnisse la~iseu sich aber auch ohne weiteres auf 
Dübel und Keile übertragen, welche genau dieselben Zwecke zu 
erfüllen haben. Eine Ver<lübelung nach Figur 39 entspricht Zähnen, 
die nach rechts steigen, und eine Verdübelung nach Figur 40 er-
setzt nach beiden Seiten wirkende Zähne. In beiden Fällen ist der 
Winkel a in der Weise aufzufassen, wie es in den Figuren an-
gedeutet ist. Alles übrige bleibt sich gleich. 
22. Ballren mit doppel-T-förmigem Querschnitt. 
Wenn ein auf Biegung beanspruchter Balken aus Eisen her-
gestellt werden soll, so gibt es hierfür keine günstigere Querschnitts-
form, als das durch Walzen, oder durch Vernieten von Platten und 
Winkeleisen gebildete Doppel-T-Profil. Wie schon im ersten Bande 
von Culmanns Graphischer Statik bei der Vergleichung verschie-
•. k J· e 
dener Profile gezeigt worden ist, stellt sich der Wert y F = F~/s 
(
. W ·t . Kernradius Widerstandsmoment) 1 h . d m 01 en . = . ,1 , we c er as VFlächeninhalt (Flächeninhalt) 2 
Güteverhältnis eines Querschnittes ausdrückt, für das Doppel-T-
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Profil weitaus am günstigsten. Je mehr Material an die obere und 
untere Kante gerückt wird, desto höher steigt das Trägheitsmoment 
und damit das Tragvermögen des Balkens. Es werden daher zwei 
ausgesprochene Anhäufungen <Kopf> und cFuss> gebildet, und da 
diese verbindende Zwischenglied, der cSteg> oder die c:Mfüelrippe> 
wird nur so dick ausgeführt, als die in ibm wirkenden Kräfte, 
sowie Rücksichten auf die Herstellbarkeit, auf das Rosten und andere 
ausserstatische Umstände verlangen. 
Kopf und Fuss werden hierbei in den meisten Fällen aus nahe 
liegenden Gründen genau gleich geformt. Ausnahmen von die er 
Regel kommen nur vor, wenn die Natur der zu tragenden La ten 
(wie zum Beispiel bei Eisenbahnschienen) oder besondere Neben-
zwecke sie verlangen, oder falls ein Material (Zllm Bei piel Guss-
eisen) verwendet wird, dessen Zug- und Druckfestigkeit stark von-
einander abweichen. 
Das Trägheits- und das Widerstandsmoment eines Doppel-T-
Profils in Bezug auf seine horizontale Schwerpunktsaxe bestimmt 
man, wenn es genau sein soll, in der Regel am schnellsten auf 
graphischem Wege. Jnr wenn die Querschnittsfigur lauter gerade 
Linien und rechte Winkel besitzt, oder wenn dieselbe ohne merk-
lichen Fehler in eine solche Figur übergeführt werden kann, ist 
die Zahlenrechnung vorzuziehen. In der Praxis wird jedoch selten 
vollkommene Genauigkeit verlangt und unter dieser Bedingung 
empfiehlt sich das folgende , von den Technikern meisten ange-
wendete Verfahren : 
Man teilt das Profil in Kopf, F11ss und Steg ein, berechnet 
deren Flächeninhalte F, und F2 (siehe Figur 41) und bestimmt die 
Schwerpunkte von Kopf und Fuss. Nennt man dann die Entfemung 
dieser Punkte hs, so sind die Trägheitsmomente der beiden ersteren 
Teile um ein Geringes grösser als F, (1/ 2 h,)2 ; der Steg ist ganz 
oder nahezu ein Rechteck und sein Trägheitsmoment ziemlich genau 
gleich -!! F2 h:. Daraus ergibt sich das Trägheitsmoment des ganzen 
Profils 
J = 1/2 F1 h! + 1/121?2 hi = 1/2 (F, + 1/0 F2) hi. 
Bezeichnet man mm noch die ganze Höhe des Träger mit h, so 
wird das Widerstandsmoment 
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Da die Flächeninhalte der einzelnen Platten und Winkeleisen, 
aus denen sich ein Blechbalken zusammensetzt, von vornherein be-
kannt sind oder doch leicht bestimmt werden können, so verursacht 
die Anwendung dieser Annäherungsformel wenig Mühe und Zeit-
aufwand und ist um so eher gestattet, als sie meistens etwas zn 
kleine Werte für W liefert. Am meisten Umstände verursacht die 
Bestimmung der Schwerpunkte; doch da keine volle Genauigkeit 
nötig ist, so wird sich ein geübter Rechner hierfür leicht einen 
Annäherungsweg zurecht legen oder sich einfach der Schätzung 
bedienen. Verschwächungen durch Nietlöcher können ohne Schwierig-
keit berücksichtigt werden. 
Fig. 41. 
E 
Ist das Widerstandsmoment eines Balkens, sowie das Biegungs-
moment, dem er ausgesetzt ist, bekannt, so bildet die Bestimmung 
der in der äussersten Kante herrschenden Normalspannung eine 
einfache Divisionsaufgabe. 
Ueber die Bestimmung des Trägheitsmomentes bezüglich der 
ver t i ca 1 e n Axe ist nichts besonderes zu bemerken ; je nach der 
Profilform wird der graphische oder der rechnerische Weg be-
quemer sein. 
· Sollte der Angriffspunkt der Kraft P nicht in einer der Sym-
metrieaxen liegen, so wird die Spannung in der äussersten Kante 
am einfachsten durch Einzeichnen des Centralkerns und mit Hülfe 
des Satzes auf der Seite 56 ermittelt. Der Centralkern hat wie 
beim Rechteck die Form eines Parallelogramms. 
Die Berechnung der an verschiedenen Stellen des Querschnitts 
wirkenden Schubspannung verursacht ziemlich viel Ai-bei t, so-
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bald das Profil nicht zu den allereinfachsten gehört; das graphische 
Verfahren verdient daher hier den Vorzug. In den Nummern 25 
und 27 ist dieses näher erläutert und auf den Tafeln 3 und 4 auf 
verschiedene Beispiele angewendet worden; wir wollen indessen an 
dieser Stelle vorgreifend erwähnen, dass die -r sich mehr oder weniger 
sprungweise ändern und ihre Kurve für einen Blechbalken die in 
der Figur 41 dargestellte, stark ausgebauchte Form annimmt. Diese 
Kurve zeigt, dass sich die transversale Spannung im Stege, soweit 
dieser nicht von den Winkeleisen eingeschlossen wird, nur wenig 
ändert; es kommt dies daher, dass das statische Moment der über 
einem horizontalen Schnitte liegenden Querschnittsfüicbe, bezogen 
auf die Schwerlinie, beinahe constant bleibt, so lange sieb dieser 
Schnitt auf den Steg beschränkt. 
In der Praxis begnügt man sich nun stets damit, die Scher-
spannung für die Steg mit t e zu berechnen, wo sie am grössten ist. 
Nach den Erörterungen der Nummer 15 (S. 67) ist diese Spannung in 
einem beliebigen Horizontalscbnitte gleich _!L_/ , worin () die ge-
z. Ir 
gebene Transversalkraft, z die Breite des Profils und hr die Ent-
fernung derjenigen zwei Punkte bedeutet, welche in den Central-
ellipsen der durch den Schnitt getrennten Quer chnitt hälften zur 
Schwerlinie antipolar liegen. Wenn nun, wie beim Doppel-T-Profil, 
das Material in Kopf und Fuss angehäuft ist, so fallen diese Anti-
pole für einen durch die Mitte gelegten Schnitt in die Nähe der 
Fig. 42. 
,,. 
äussersten Kanten (s. Fig. 42), und man fehlt nicht 
gar viel, wenn man '1 11 durch die Höhe h des Pro-
fils ersetzt. In der That wird auch in der Praxis 
gewöhnlich die einfache Formel 
Q 
'( = --
z.h 
h verwendet. 
.;, 
Diese Formel ermöglicht es, die Stegdicke eines 
Doppel-T-Balkens statisch zu prüfen, beziehungs-
weise zu berechnen. Dabei wird jedoch aus Rück-
sicht auf die Knickgefalu, welche in der Richtung 
der Druckkurven eintritt, zuweilen auch aus Rück-
sicht auf concentrirte Oberß.ächenkräfte als c zul!\ssige > Schub-
spannung stets ein kleinerer Wert gewählt, als da, wo ausschliess-
lich Schubkräfte tbätig sind. 
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lu zweiter Linie dient die Berechnung von -r dazu, die Ent-
fernung zu bestimmen, in welcher Steg. Winkeleisen und Kopfplatten 
mit Nieten zu verbinden sind. Die Aufgabe dieser Verbindungs-
teile besteht darin, die Spannungsdifferenzen der zu verbindenden 
Stücke auszugleichen, mit anderen Worten, die Schubspannungen 
aufzunehmen. Würde man Winkeleisen und Horizontalbleche lose 
aufeinander legen, so glitte infolge der horizontalen Schubkräfte der 
eino Teil über den andern hinweg. Ganz dasselbe geschähe, wenn 
Jie den Steg mit dem Winkeleisen verbindenden Niete fehlten. 
:N'ennt man nun den Längsabstand zweier Niete n, so hat jedr.r Niet 
J.ie auf die l!'läche n . z treffende Kraft, also n z -r = Q h n aufzu-
nehmen, woraus sich bei gegebenem Durchmesser des Nietbolzens 
der AbstanJ. ·n oder bei gegebenem Abstand der Nietdurchmesser 
leicht ermitteln htsst. Ob man hierbei, dem Wechsel von Q 
entsprechend, den Abstand veränderlich oder durch weg gleich dem 
kleinsten Abstande annimmt, hängt von constructiven Rück ichten 
n.b. Uebrigens haben clie Niete bekanntlich auch noch die Aufgabe, 
ein wellenförmiges A usbiegeh der Kopfplatten zn verhüten und ein 
sattes Schliessen der Fugen zu bewirken. -
Ansser den parallel zur Scherkraft Q gerichteten Scherspan-
nungen hat der Querschnitt, wie in der Nummer 15 gezeigt worden 
i t, auch noch quer laufende Spannungen r" auszuhalten. Diese 
letzteren sind um so grösser, je mehr die Richtung der Randlinie 
von derjenigen der Scherkraft abweicht. Wo der Rand senkrecht 
zu Q, also bei vertical gerichtetem Q horizontal verläuft, ergäben 
sich diese Querspannungen nach unserer dort angestellten Betrachtung 
sogar unendlich gross. Da dieses Ergebnis nic~t nur sehr un-
wahrscheinlich klingt, son(lern auch der täglichen Erfahrung 
widerspricht, so folgt, dass unsere der dortigen Betrachtung zu 
Grunde gelegten Voraussetzungen nicht ganz richtig sein können. 
Namentlich betrifft dies die Annahme, d:i.ss die transversale Span-
nung in einer zu (,! conjugirten Querlinie constant sei. Es ist 
auch in der That nicht wahrscheinlich, dass die Schubspannung da, 
wo die Breite .z des Querschnittes plötzlich grösser wird, sich auch 
sofort gleichförmig über die grössere Breite verteile. Diese Ver-
teilung wird vielmehr allroälig vor sich gehen, das beisst die Span-
nung wird in der Nähe plötzhc.her Breitenänderungen in ein und 
derselben Querlinie ungleich ausfallen. 
7 
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Ein weiteres Eingehen auf dieses Thema lrnlten wir für un-
thunlich, da die Lösung der sehr verwickelten Frage zur Zeit noch 
aussteht. Doch dürfte es gut sein, aus Obigem den Rat zu ent-
nehmen, schroffe Breitenänderungen, wo es die Construction ermög-
licht, zu vermeiden. -
Wir haben in der Figu'r 41 (gleich wie in der Figur 34. 
Seite 89) aus den im Querschnitt herrschenden o und -r noch clic 
in schiefen Schnitten vorkommenden Maximal ·pannungen construirt, 
doch , um Platz zu sparen, nur die eine der beiden Kurven ge-
zeichnet; die andere ist, da die neutrale Axe als durch den Scln er-
puukt geheud angenommen wurde, der ersteren congruent. Die e 
Kurve verläuft wie diejenige der -r unregelmä sig und prungwei e. 
Besonders zu beachten ist da s sie eine Strecke weit grös ere Werte 
anfwei t, als in der obersten Kante des Querschnittes. In die em 
Falle ist es, Rtreng genommen, unstatthaft, sich bei der Berechnung 
der inneren Spannungen auf die Normalspannung in den liu ·sersten 
Kanten und die Tran Yersalspaunung im chwerpunkte zu be-
schränkeu. 
Nun gibL es ein einfaches Mittel um rasch zu erkenn o. ob 
die Spannung in einem schiefen Schnitte grö. ser werden kann, al · 
diejenige in der äus.ersten Kante. E ist nach früher ( '. 0) 
1; --L l l/ 9 •> Omax = 2 <1 , 1 o· + r 
oder 
<1 max ( Omax - 6) = T 2• 
Bezeichnet man die in der ftus ersten Kante herr.chende pannung 
mit 15,. so i t 15 = !/ • o,, folglich 
(' 
Soll nun C1 nrnx nirgends O'l'Ö . ·er werd n als <J, ,o mu ·s -r2 klein >r 
sein als <Je (Oe - ~ • o,) = <1~ ( 1 - ?~) oder 
l,--1/ 't' < 6, 1 - ""- . e 
Trägt man die letzteren W crte Yon der \" erticalen ans horizontal 
auf, so liegen ihre Endpunkte auf eiuer Parabel. welche im oberen 
Endpunkt cler Verticalen ihren Scheitel hat uocl in der Höhe der 
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neutralen Axe ± 15, abschneidet. Schneidet diese Parabel die KurYe 
der -r, so ist dies ein Zeichen, dass l5max den Wert 15e übersteigt. 
Da die Parabel rasch von Hand skizzirt werden kann, so bietet sie 
zur Entscheidung der Frage, ob die grösste Normalspannung am 
Endpunkte dtis Querschnittes oder an einer anderen Stelle eintritt, 
ein sehr einfaches Hülfsmittel. 
In der Figur 41 haben wil' diese Parabel punktirt eingezeichnet; 
man sieht, dass sie die Kurve der -r schneidet und zwar so weit 
innerhalb derselben Yerläuft, als die l5ma„ den Wert 15, übertreffen. 
In der Praxis kommt jedoch dieser Fall meistens nur da vor, 
wo das Biegungsmoment weit unter demjenigen Werte bleibt, den 
der Querschnitt aushalten könnte, wo, mit anderen Worten, die 
Spannung in den äussersten Kanten weit unter der «zulässigen» 
liegt, wie znm Beispiel bei frei aufliegenden Balken in der Nähe 
der Auflager. Je grösser die Normalspannung im obersten und 
untersten Punkte wird, desto weniger wird in der Regel die Kurve 
der <1mnx ihren Endwert übersteigen. Gewöhnlich genügt es daher, 
die /5 und r, wie sie sich nach der üblichen Rechnungsweise im 
Querschnitte ergeben, zu berück3ichtigen. 
Eine Ausnahme hirrvon bilden nur Träger mit ungewöhnlicher 
Höhe. Wir haben bei der Construction der Figur 41 das Biegnngs-
moment gleich der Scherkraft mal dP.r Balkenhöhe angenommen; 
es entspricht dies dem Mittelquerschnitte eines Balkens, der eine 
Länge gleich der doppelten Höhe besitzt, an beiden Enden aufliegt 
und in der :Mitte eine concentrirte Last trägt. Bei solch unge-
wöhnlich hohen Balken i:3t daher eine spezielle Untersuchung der 
in chiefcn Schnitten wirkenden 6mux rat am. 
23. Maximal pannungcn 
im Inne111 einer Eisenbahn chiene. 
(Tafel 2.) 
Um clie Zusammensetzung der Zug- und Drnckkräfte mit den 
scherencl~n Spannungen in einem Balken von nnregelmässigcm Quer-
sch nittsprofil zu erläutern, wählen wir ein Schienenprofil. Der Con-
struction der 6 und -r geht stets die graphische Bestimmung de' 
Trägheitsmomentes voraus, wie sie im · ersten Bande von Culmanns 
Graphischer Statik ausföh rlich erklärt worden ist, nncl unsere 
7* 
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jetzigen Entwickelungen können in gewissem inne als ·Fort etzung-
und Ergänzung der dortigen betrachtet werden.*) 
Auf der Tafel 2 ist zunächst in den Figuren 1-4 da Träg-
heitsmoment des in halber natürlicher Grö se aufgetragenen Profil 
für die horizontale Schwerpunktsaxe bc timmt worden. Da Profil 
wurde zu diesem Zwecke in 13 horizontale Streifen von gleicher 
Höhe geteilt und der Flächeninhalt jede Streifen durch die \'er-
wandlungsbasis a = 3 cm dividirt, in der Figur 2 als horizontale 
Kraft Llr aufgetragen. Al Poldi tanz b wurde inde~ ·en hier ni ·ht 
die halbe Summe aller LI r, ondern die Strecke 6 2/ 5 c111 gewählt 
so dass das Produkt a b die runde Zahl von 20 cm~ eraa b. Werden 
nämlich die inneren pannungeu im An chlus an · us~ere Kräfte 
construirt so i t e , um einen zweiten Krii.ft ma "Stab zu vermeiden, 
zweckmä ig, die [l.mtJichen 11 und r mit einer ab11erundetcn Fläi:he 
zu multipliciren, und hierzu eignet sich in der Regel nicht bc·.er 
als die Fläche ab. Handelt es sich dagegen nur um die Träaheits-
ellip~e, o nimmt man b be er gleich der halben ~umme allt!r J 1·. 
In diesem Falle würden die pannunrren mit 1/ 2 a r, da hei st mit 
dem halben l'Hi.cheninhalL de Profils multiplicirt er· heinen. was 
im Allgemeinen unbequemer ist. 
Die Construction der beiden eilpolygone (Fig. 3 und 4), welche 
zur Bestimmung de:5 Trägheit momentes dienen, etzen wir al be-
kannt voraus. Das erstere (Fig. 3) dient bekanntlich zuniich t zur 
Bestimmung des Schwerpunkte., indem seine rni · er ten eiten sich 
auf der Schwerlinie chneiden. Zngleich chneiden die einzelnen 
Seiten auf der chwerlinie Strecken LI s ab, welche mit ab multi-
plicirt den stati3chen Momenten der Lamellen gl ich sind. Betrachtet 
man hierauf die e trecken al Kräfte und etzt "ie mittel ·t des 
Poles 02 zu einein neuen eilpolygone (Fig. 4) zu :.unmen, o stellen 
des en Abschnitte d t die Trägheit momente d r einzelnen Fl· chenteile 
dar. Nennt man die Poldistanz des zweiten Krü.ftepolyrronll c und 
den Gesamtabschnitt de zweiten Seilpolygon t, o i t endlich 
Ja Trägheit moment der ganzen Figur J = ab c t. Die r ~ e c, 
welche im Allgemeinen beliebig ist, haben wir hier gleich e, 
gleich der Entfernung der obersten Profilkante YOm chwerpunkt 
•) Auf der Tafel 12 der zweit n Aufü.ge de genannten \ erke , eiche 
die Bestimmung des Trägheit momeute eine chienenprofils enthiilt, sind di 
hier beschriebenen Con tructionen berllits vorgreifend beigefllgt worJ.en · 
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angenommen, so dass das Widerstandsmoment J einfach gleich 
e 
ab t wird. 
Aus dem Biegnngsmomente, welchem der in Untersuchung 
stehende Querschnitt ausgesetzt ist, lässt sich nun nach den in der 
Nnmmer 13 abgeleiteten Beziehungen die Spannung 15 finden, welche 
in der äussersten (oberstim) Kante hel1'Scht; sie betrage im vor-
liegenden Falle 0,5 t pro cm2 oder mit ab multiplicirt 10 t. Trägt 
man diese Kraft im Massstabe 4 mm = 1 t am oberen Ende der 
Schiene von der SJmmetrieaxe horizontal nach rechts auf und zieht 
dnrch den Endpunkt und den Schwerpunkt des Profils eine gerade 
Linie, so bestimmt diese die an jeder Stelle herrschende Norma~­
spannung. Eine zweite (pnnktirte) Linie, welche die sämtlichen 
6 et b halbirt, enthält die Mittelpunkte der Halbkreise, durch deren 
·Construction die in schiefen Schaitten herrschenden Maximalspan-
nungen gefunden werden. 
Um zweitens die Scher pannungen -r zu bestimmen, denken wir 
uns die Scherkraft Q gegeben; c,!.aan ist nach Nummer 15 (S. 63) 
Q •• 
T = -J. 2.y.L1F. 
z. 11 
Auf der Tafel 2 sind nun die statischen Momente der einzelnen 
Flächenstreifen construirt worden, und zwar iBt für jeden derselben 
y . L1 F = a . b . LI s. 
Soll die er Wert von y bis e, das heisst von irgend einer Lamellen-
grenze bis an die äusserste (oberste) Kante summirt werden, so hat 
man einfach die betreffenden LI • zn addiren und deren Summe 
mit ab zu multipliciren. Es ist daher beispielsweise für den Hori-
zontal chnitt zwischen den Streifen 4 und 5 
und 
ß 
:2 !/ . LI F = a . b . S1-4 
11 
Q Q .St- • 
T = - J. a.b . . Sl-4 = - -t · z. z. c. 
Um die -r ci b zn erhalten, sind zunächst die von der zufälligen 
Breite des Profils unabhängigen Werte 
T b z = Q . !!._ • St- 4 
t c 
constrnirt worden. Zu diesem Zwecke ' trägt man (Tafel 2,) in der 
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Entfernung b vom Pole 02 die Strecke t horizontal auf und sucht 
diejenige Horizontale, auf welcher die von O~ nach den Endpunkten 
von t gezogenen Linien die Kraft Q abschneiden; dann hat diese 
Horizontale von 0„ den Abstand Q . "!!._, und die Strahlen des zweiten 
. t 
Kräftepolygons schneiden auf ihr die Werte -r b z ab, wie man durch 
Aufstellen der Proportion leicht erkennt. Die Kraft Q haben wir 
gleich 5 t angenommen. 
Ueberträ.gt man t.lie Werte -r b z mit dem Zi1kel in das 'chienen-
profil, so bekommt man die « K nrve der -r -b z >. 
Um von diesen Werten auf -r a b überzugehen, hat man ie 
mit (t oder mit :1~ a zu multipliciren; zu die ·Pm Zwecke zeichnet 
z !2 z 
man in der Fignr l rechtwinklige Dreiecke mit den Katheten 
1/ 2 z und '/~ et und ?.ieht 7.tt den Hypotenusen Parallelen durch die 
Endpuu kte von -r u z; dann schnei<len diese auf der rerticalen :\littel-
linie -r rt b ab. 
Um nun zu den in schiefen ~cbnitten wirkenden Spannungen 
0'01ax und <max zu gelangen, hat man au jeder Lumellengrenze den 
auf der Seite 80 dargestellten Halbkreis zu zeichnen, für welchen 
1/ 2 O' und -r, unter rechtem Winkel aneinander gefügt, den liadius 
geben. Auf der Tafel 21 befinden sich 1/ 2 O' ab und r ci u bereits in der 
gewünschten Stellung; die Halbkreise können somit ohne weitere 
Vorbereitung gezeichnet worden. Einer derselben (Grenze 4-;J) ist 
der Deutli~hkeit halber ausgezogen worden; an den ü!Jrigcn teilen 
wurden dagegen nm je die Endpunkte mit dem Zirkel markirt. 
Die Abschnitte, in welche die Durchme er die-er Halbkreise 
durch die verticale 11ittellinie zerlegt werden, ..:ind nun sofort die 
)faxirna und Minima von o; die Verbindung uer Durchmesser-
entlpunkte führt tlahcr zn Jen beitlen mit « 1Iaximal-> und «.1'Iini-
mal-Spannungen> bezeichneten Kurven. 
Diese Kurven geben einen guten Ueberblick über die Inanspruch-
nahme des Materials an verschiedenen tellen des Qne1 choittes. 
}Jan erkennt auch hier wieder dass die grösste Inanspruchnahme 
nicht notwendig im Kopf oder Fu eintritt, sondern da ' die pan-
nnngen an Stellen wo die Qner chnitt breite tark abnimmt, leicht 
grösser werden kann. 
Der Voll. tändigkeit wegen i t durch Drehen der r ab um 90 ° 
auch noch die Kun'e der c cherspannungen > con truirt worden; 
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für die oben beschriebene Construction der grössten 15 ist sie nicht 
nötig, gibt aber einen angenehmen Ueberblick über den starken 
Wechsel der transversalen Spannungen. Auch ermöglicht sie, wie 
schon in der vorigen Nummer (S. 98) gezeigt wurde, eine rasche 
Entscheidung der Frage, ob O'mu irgendwo anders grösser werden 
kann als im Kopfe; zeichnet man wie dort eine Parabel, deren 
Scheitel im obersten Punkte der Schiene liegt und die in halber 
Höhe das im Kopfe wirkende 6 (t b abschneidet, und ebenso eine 
Parabel, deren Scheitel im Fusspunkte liegt und die auf Schwer-
punktshöhe den im Fusse vorhandenen Wert von 15 a b abschneidet, 
so ersieht man, dass diese Parabeln die Kurve der 7: a b zwar nicht 
schneiden, dass aber die zweite derselben ihr bei der Lamelle 11 
sehr nahe tritt; damit zusammenhängend besitzt die Kurve der 
)faximalspannungen an dieser Stelle eine starke Anschwellung, die 
nahezu den im Fnsse herrschenden Wert erreicht. 
Die Tu,ax werden nach früher durch die Radien der Halbkreise 
llargestellt; diese Werte noch besonders von der Profilaxe aus auf-
zutragen, kann man sich ersparen, da die gezeichneten Kurven der 
:\faximal- und Minimalspannungen zugleich auch die grössten Scbub-
pannungen angeben, sobald man an Stelle der Verticalen die schiefe 
Linie der 1/ 2 6 ci b als Axe ansieht. 
Will man die Richtung der Schnitte kennen, auf welche die 
l5max und O"ruitt einwirken, so hat man (vgl. Fig. 31, S. 80) nur den 
Endpunkt von 1' et b mit den Endpunkten des Durchmessers zu 
/ 
verbinden. 
Die Belastungsverhältnisse, welchen die auf der Tafel 2 durch-
geführten Constructionen entsprechen, sind, wie nachträglich noch 
gezeigt werden soll, die folgenden: 
Das gleich 10 t angenommene 6 ab entspricht einem Biegungs-
momente M = 6 J = 15 et b t = 10 . 7,72 = 77,2 cmt; al · Scher-
e 
kraft ist Q = 5 t angenommen worden; damit diese obiges Moment 
hervorrufe, muss sie am Hebelsarm 7:·2 = 15,4 cm wirken. Die e 
Verhältnisse passen somit auf eine Schiene, die einen Raddruck von 
10 t zu tragen hat und bei welcher die Wendepunkte der . ela. ti-
schen Linie innerhalb zweier Stützpunkte (Schwellen) 30,8 cm von-
einander entfernt sind. 
In der Regel wird wohl die Scherkraft kleiner, das Moment 
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dagegen grösser sein. Hier haben wir vorzugsweise aus Deutlich-
keitsgründen die Belastungsverhältnisse also angenommen. -
Die bis dahin besprochenen Verhältnisse beziehen sich jedoch 
nur auf die verticale Symmetrie-Ebene der Schiene. Für Qner-
schnittspunkte ausserhalb der Mittellinie treten 'dagegen, wie auf 
den Seiten 69 und 70 gezeigt worden ist, zu den vertical gerich-
teten Schubspannungen noch horizontal gerichtete hinzu. Die 
Grösse dieser letzteren wird (vgl. Fig. 23, S. 69) so bestimmt, das 
die Mittelkraft beider Spannungen durch den Punkt geht, in welchem 
sich die in gleicher Höhe au den Umfang gelegten Tangenten 
schneiden. Diese quer laufende Schubspannung (und damit auch 
die Gesamtspannung) nimmt hiernach von der Mittellinie aus nach 
beiden Seiten zu und zwar um so stärker, je mehr die Umfangs-
linie des Profils von der Verticalen abweicht. 
Wir haben nun auf der Tafel 2, Figur 5, auch noch diejenigen 
transversalen Spannungen bestimmt, die im Umfange des Profils 
entstehen; sie bilden die Kurve der -r a b. Man findet dieselben 
graphisch leicht mit Hülfe von rechtwinkligen Dreiecken, deren 
verticale Katheten den vertical gerichteten -r gleich sind und deren 
Hypotenusen dem Umfang parallel laufen. Die Kurve füllt, soweit 
das Profil vertical begrenzt ist, mit derjenigen der Figur 1 zu-
sammen, erhii.lt dagegen, wo der Steg in den Kopf und in den Fus 
übergeht, scharfe Ausbiegungen. 
Unter Verwendung dieser -r sind dann wiederum, ganz so wie 
in der Figur 1, die Kurven· der O'max und O'uün gezeichnet worden. 
Auch diese zeigen naturgemäss die nämlichen Sprünae und über-
ragen die für die oberste und unterste Kante gültigen Werte um 
ein Bedeutendes. -
Die Kurven der Figur 5 enthalten nichts weiter al die Re-
sultate einer folgerichtigen Durchführung der allgemein gültigen 
Festigkeitslehre. Indessen i t es nicht wahrscheinlich, da die'e 
Ergebnisse mit der Wirklichkeit ganz übereinstimmen; die Praxis hätte 
sonst die schaden Breitenwechsel der Walzeisenprofile schon läng t 
abgeschafft. Offenbar ist die auf der Seite 63 gemachte Annahme, 
dass sich die Schubkraft in einem horizontalen Längsschnitte gleich-
förmig . über die ganze Breite verteile, nicht überall zulässig. 
Der Wert unserer kleinen Studie mag hiernach ein zweifel-
hafter sein; doch geht aus ihr zweierlei hervor: Erstens, da s allzu 
schroffe Uebergänge von Steg zu Kopf und Fus be ser vermieden 
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werden; zweitens, dass unsere übliche Festigkeitslehre auch an dieser 
Stelle eine Lücke und einen noch unaufgeklärten dunkeln Punkt 
besitzt. 
24. Maximalspannungen im Innern eines Blechbalkens. 
(Tafel 3.) 
Die Ergebnisse der vorigen Nummern sollen nun noch durch 
die Anwendung auf ein spezielles Beispiel ergänzt werden. 
Wir wählen zu diesem Zwecke einen an dem einen Ende 
eingespannten Blechbalken mit gleichförmig verteilter Belastung; 
bei diesem trifft bekanntlich das grösste Biegungsmoment mit der 
grössten Scherkraft zusammen. Unsere Aufgabe besteht darin, für 
verschiedene Querschnitte die Kurven der 6max und im Anschluss 
daran die Zug- und Druckkurven zu zeichnen. 
Die betreffenden Constructionen sind auf der Tafel 3 ausgeführt 
worden. Als Balkenlänge haben wir 6 m, als Höhe 1,2 m, als 
Belastung 25 t angenommen. 
Der Träger ist in der Figur 1 im Massstab 1 : 331/ 5 in Ansicht 
dargestellt, während die Figur 2 die Hälfte des Querschnittes im 
Massstab 1 : 10 zeigt; die Dimensionen der einzelnen Teile sind in 
Centimetern beigeschrieben. Zugleich enthält die Figur 2 die Con-
struction des Trägheitsmomentes des Querschnittes, welche ganz 
nach dem bekannten Verfahren durchgeführt worden ist, nur mit 
dem Unterschied, dass in Anbetracht der Symmetrie alle Constrnc-
tionen auf die Hälfte beschränkt wnrden. 
Bei der Einteilung der Querschnittsfläche Jiess man die Grenz-
linien möglichst mit den Berührungsfüi.cben der einzelnen Teile, aus 
welchen der Balken gebildet ist, zu ammenfallen. Die Mittelplatte 
ist in drei Lamellen (1 bis 3) von 20, 20 und 19 cm Länge zerlegt 
worden; die Lamelle 4 besteht au:> den an der Mittelplatte an-
liegenden, 5 aus den beiden andern Schenkeln der 'Winkeleisen, und 
die ßte Lamelle bildet die Kopfplatte. Die Lamellen 3 und 4 greifen 
somit übereinander weg, was der Wirklichkeit wohl besser entspricht. 
als wenn man die Schenkel 4 und das von ihnen eingeschlossene 
Stück des Steges als ein einziges Element des Querschnittes be-
handelt, wie dies in der Textfigur 41 (S. 95) der Einfachheit halber 
geschehen ist. Als Berührungsfläche zwischen 3 und 4 ist sodann 
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die Axe der Niete angenommen worden, welche Linie sich auf der 
'l'afel 32 mit der Schwerlinie von 4 deckt. 
Als Basis a zur Reduction der Flächen haben wir 2 cm ge-
wählt; die Resultate der Verwandlung, die Lli.ngen .d r, sind daher 
bei den Lamellen 1, 2, 3 .und 6 gleich der halben Llinge dieser 
Platten und bei den Lamellen 4 und 5 gleich 2 . 12
2 
mal der ein-
fachen Schenkellänge des Winkeleisens. Die Summe aller L1 r ergibt 
sieb gleich 7 4,5 rm, was einer halben Querschnittsfüiche von 149 
und eiuer ganzen von 298 em2 entspricht. 
Die auf einer Horizontalen aufgetragenen L1 r bilden nun mit 
llem Pole 0 1 , dessen Abstand b = 50 ein ist, da erste Krä.ftepolygon. 
Die Kräfte greifen in den Schwerpunkten der einzelnen Lamellen 
an. Das Sei.lpolygon, <las sich hieraus ergibt, schneidet auf der 
horizontalen Schwerlinie des Querschnittes die statischen Momente 
.d s ab; diese bilden mit dem Pole O~, dessen Abstand gleich e, 
Jas heisst gleich der halben Balkenhöhe genommen wurde, das zweite 
Kräftepolygon. Die Li s greifen jedoch nicht in den Schwerpunkten 
der Lamellen, sondern (vergleiche deu ersten lland von Culmanns 
Graph. Statik) in den Antipolen der .Mittelaxe in Bezug auf die 
Centralellipsen der einzelnen Lamellen an. Diese Antipole wurden 
(Fig. 2 links) für die Lamellen 1 bi 3 vermittelst kleiner recht-
winkligler Dreiecke construirt, deren Höhen gleich 0,289 mal der 
Lamellenlänge sind; für 4 bis 6 wurden die Schwerpunkte bei-
behalten, da sie von den Antipolen nicht mehr unterschieden werden 
können. Das zweite Seilpolygon ist in der Figur 2 rechts gezei hnet 
worden; ·eine letzte Seite schneidet auf der Mittellinie die Strecke 
1/ 2 t = 60,5 ein ab; das Trägheitsmoment des ganzen Querschnittes 
ist daher 
J = a. b. e. t = 2. 50. öO. 121 = 726000 cm\ 
das Widerstandsmoment 
J 
- = a. b. t = 12100 cm5• 
e 
Nun wurde in der Figur 1, direct unterhalb der Balkenansicht 
llie 1fomentenflii.che coustruirt. Die Gesamtlast von ~5 t wurde im 
}fassstab 1 t = 2 mm anfgetragen und in 5 gleiche Ttlile geteilt; 
gleicherweise wmde die Balkenlänge durch 4 Querschnitte in 5 
gleich lange Strecken zerlegt und je die Mittellinie der elben als 
--
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Kraftlinie betrachtet. Als Distanz für den Pol 0 des Kräftepoly-
gons wurden 2 t = 242 ein gewählt und im entsprechenden Mass-
stabe (1 : 33'/3) aufgetragen. In diesem Falle sind nämlich die 
.ßiegungsmomente, wenn die Ordinaten der Momentenfläche mit y 
bezeichnet werden, 
und da zugleich 
Jl = 2 t. y, 
~ll = 6 · J = c5 • a . b . t 
e 
ist, so findet sich kurzweg 
t/2 c5 ab = Y· 
Die Spannung 1/ 2 <f erscheint auch hier mit der Fläche ab = 
100 cm2 multiplicirt, .welche wir für alle vorkommenden Spannungen 
gewis ermassen als Einheit ansehen. 
Die grösste Normalspannnng, welcher der Balken ausgesetzt 
ist, ergibt sich hiernach an der Einmauerungsstelle, wo y = ö2 111m 
= 31 t ist, gleich 0,62 t pro cm2 ; da der volle Querschnitt (ohne 
Abzug der Nietlöcher) in Rechnung gezogen wnrde, so entspricht 
diese Zahl annähernd dem in der Praxis gebräuchlichen Werte. 
Bei der Construction der -r ci b wurde ganz so wie in der vorigen 
~ummer verfahren. Vom Pole 0 2 aus wurde nach rechts abwärts 
eine Linie 0 2 P gezogen, welche, wie es eingeschrieben ist, auf der 
letzten Seite des zweiten Seilpolygons die Strecke 1/~ b abschneidet, 
<leren X eigungswinkel daher gleich arc fang ~ ist. Zieht man fünf 
Horizontalen T bis V derart, dass auf denselben durch die Linien O~ P 
und c die Scherkräfte (J abgeschnitten werden, welche den fünf 
Querschnitten entsprechen, so stehen diese Horizontalen von 02 um 
die Strecken fd . !!_ ab und die Strahlen aus 0., schneiden auf den-
t -
selben die Segmente () . !!.... . !.- oder r b z all. :Mit Hülfe des Zirkels 
t c 
wnnlen nun diese Strecken in die Figuren 3 bis 5 übertragen und 
tlaselbst die Kurven der -r b z gezeichnet. Um Platz zu sparen, 
haben wir diese Figuren nicht 11nr in kleinerem Massstabe (was 
die Längen betrifft) gezeichnet, sondern zugleich in der Figur 4 
Jie Oonstructionen für die Schnitte II und IV, in der Figur 5 die-
jenigen für III und V vereinigt. Ferner wurden die (gestl'ichten) 
Knnen der r b z der Symmetrie des Querschnittes wegen je nur 
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zur Hälfte gezeichnet; endlich haben wir von den beiden Kurven 
der Maximal- und Minimal-Spannungen, welche genau gleich aus-
fällen, stets nur die eine ausgezogen. 
·t ci Um aus den .,; b z die -r ci b zu erhalten; müssen erstere m1 -z 
multiplicirt werden. Dieses Verbältni ist für die Steglamellen 
1 bis a gleich 2 : 1, für die Lamelle 4 gleich 2 : 3,4, für die beiden 
let,zten Lamellen jedoch so gering, das die -r a b verschwindend 
klein ausfielen und vernachlässigt werden konnten. Obige zwei "\er-
hli.ltnisse wurden durch zwei schiefe Linien dal'gestellt; dann wurden 
durch die Endpunkte der -r b z Parallelen dazu gezogen, und zwar 
an den Grenzen der fomellen 1 bis 3 Parallelen zu der einen an 
den Grenzen von 4 zu der andern der beiden Linien. Die 1' a b 
liegen jetzt, wie es sein muss, auf der verticalen Axe. 
Die Ordinaten der Momentenfl.äche in der Figur 1 welche 
1/ 2 <5 ab darstellen, wurden jeweilen am Kopf beziehungsweise Fus 
aufgetragen und durch deren Endpunkte Linien nach dem chwer-
punkte ge1.ogen. 
Endlich folgte die Construction der Maximalkurven wie in der 
vorigen Nummer durch Ziehen von Halbkreisen, deren Mittelpunkte 
auf den Linien der 1/,!. <5 a b liegen. Von diesen sind einige der 
Deutlichkeit halber punktirt au gezogen worden. Mit Hülfe dieser 
Halbkreise wurde je die eine Hälfte der Maximalkurve gewonnen; 
um die andere 7.U erhalten, branchte man nur das kleinere der vom 
Halbkreis abgeschnittenen Segmente jeweilen auf die symmetri·cb. 
liegende Stelle zu übertragen. An den Lamellengrenzen 3-4 und 
4-5, wo sich die Breite z plötzlich ändert ind, entsprechend den 
zwei verschiedenen -r tt b auch je zwei solcher Halbkrei e zu zeichnen; 
demzufolge erhalten die Maximalkurven an diesen tellen plötzliche 
Sprünge. 
An diesen Stellen kann, wie schon früher betont wnrde, die 
grösste Inanspruchnahme grös er als in den äu ser~ten Kanten an -
fallen. Bei den auf unserer Tafel gewählten Dirnen ionen uncl 
Kräften findet dies für alle Schnitte mit .Ausnahme des Widerlager-
schnittes statt. Beim Schnitt IV zum Bei piel ergibt sich die 
Spannung O'max an der ä.ussersten Kante gleich 0,40 t, dann nimmt 
sie ab bis auf 0 36 t, pringt jedoch hierauf plötzlich auf 0,41 t. 
Noch grösser sind die Unterschiede in den weiter nach links liegen-
den Schnitten. 
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Es ist jedoch auch hier zu betonen, dass dieses Verhältnis in 
der Praxis in Jer Regel nur da eintritt, wo die Spannung in 
ller äussersten Kante unter der zulässigen liegt, so dass eine sorg-
fältige Berechnung der in schiefen Schnitten wirkenden O"max nicht 
notwendig wird, so lange man nur nach der absolut grössten Span-
nung frägt. 
Im Anschluss an obige Constructionen ind auf der Tafel 3 
zum Schluss auch die Zug - und Druckkurven gezeichnet 
wonlen, das sind Jie Linien, längs welchen keine Scherspannungen 
wirken und die Normalspannungen ihre grössten und kleinsten 
Werte nnnehmen. (Vgl. Nr. 18.) 
Aus den Hallikreisen werden, entsprechend der Textfigur 31 
(Seite 80) die Richt~ngen dieser Kurven dadurch gewonnen, dass 
man über den Durchmessern rechtwinklige Dreiecke zeichnet, deren 
Spitzen in der Axe liegen. Da beide füchtungen aufeinander senk-
recht stehen, so genügt es, von den Dreiecken je aie eine Kathete 
zu zie!Jen, wie es in den Figuren 3-5 für die Lamellengrenze 2-3, 
beziehungsweise 3 - 4 geschehen ist. Die Neigungswinkel dieser 
schiefen Linien sind mit o bezeichnet. Die beiden Richtungen 
wurden sodann in die Ansichtsfigur des Balkens übertragen und 
dort als kleine Kreuze angedeutet. Wo sich die Breite z plötzlich 
ilndert (Figur 5, Lamellengrenze 3-4), erhält man den zwei Halb-
kreisen entsprechend auch zwei verschiedene Richtungen. .Dem-
zufolge ergaben sich in der Nietaxe je zwei halbe, gegeneinander 
etwas verdrehte Kreuze. 
Obgleich die Zahl der eingetragenen Kreuze verhältnismässig 
gering ist, so gelingt es einem geübten Zeichner dennoch, die 
Spaunungstrajectorien mit ziemlicher Sicherheit zu ziehen. Wir 
haben von jedem System elf gezeichnet und zwar diejenigen, welche 
Jie Balkenaxe je in einem Zehntel schneiden. Sämtliche Kurven 
laufen in der Balkenaxe und im Endquerschnitt (wo r: = 0 ist) 
unter 45 °; am Kopf und Fuss gehen sie in die horizontale, be-
ziehungsweise verticale Richtung über. Wo sich zwei Kurven treffen, 
,kreuzen sie sich stets unter rechtem Winkel. In der .r ietlinie be-
kommt jede Kurve eine Knickung. Erinnert man sich an diese 
einfachen Gesetze und wendet zugleich einige nahe liegende lnter-
polationsconstructionen an, so fällt das Ziehen der Kurven bei einiger 
Uebung nicht gar schwer. 
Der Unterschied in der Form der Trajectorien bei vorherrschend 
llO 
uormalen oder vorherrschend transversalen , 'pannungen spricht sich 
am deutlichsten in der Form der Maschen ans, welche sie bilden. 
Diese Masch1m sind da, wo die 15 null oder doch verhältni mässig klein 
sind, Quadrate, an andern Stellen dagegen lang gezogene Vierecke. 
In der Mittelrippe des Balkens, namentlich gegen das freie Ende 
hin, sind die Kurven nur schwach gekrümmt; würde die Stegdicke 
noch kleiner gemacht, so dass die -r noch mehr in den Vordergrund 
träten, so näherten sich die Kurven noch mehr den geraden J,inien 
von 45 ° Neigung. Dies deutet darauf bin, das ~ (theoretisch ge-
sprochen) in einem Fachwerkträger die Streben am günstig ten 
unter 45 ° geführt werden. 
Wie sich die Kurven im eingemauerten Teil des Balken fort-
setzen, liisst sich im Allgemeinen nicht agen, da die Druckrerhält-
nisse hier zu sehr von Nebenumständen abhängen; indessen gebt 
man nicht stark fehl, wenn man sie ähnlich wie im freien Teil 
verlaufen und iin Endqnerschnitt unter 45 ° endigen läs~t. 
Die Richtungen, in welchen die Trau vcrsalspannungen ein 
Maximum werden, halbiren nach der Nummer 1 tfü rechten Winkel, 
welche die Zug- und Druckkurven miteinander bilden. Wir haben 
es, da sie sich im An cbluss an letztere leicht ziehen las ·eu, nn tcr-
lassen, sie anf der Tafel 3 zur Dar tellung zu bringen. 
Die Grössen der Tmu werden, wie schon früher b merkt. durch 
die Kurven der 15mu dargestellt, sobald man die Linie der 1/ 2 15 a li 
als Ordiua.tenaxe annimmt. Da die grö sten r stets kleiner als die 
grössten 15 sincl, so kommen sie, so lange da· Material nach allen 
füchtungen gleich gut widersteht, nicht in Betracht. 'peziell die 
Niete haben den im Längsschnitt wirkenden , cheriipannungen und 
nicht uen -rmax zu widerstehen, weil nur parallel zur Balkenaxe ri 
geschnitten werden kann, dass keine anderen Teile al ~ die 1"ict1: 
getroffen werden. 
Unter der Vorau setzung, das die .·iete in den rerschieclenen 
Reihen gleich weit auseinander stehen, intl die der Balkenaxe zu-
nächst stehenden also diejenigen, welcl1e die Winkelei en mit dem 
Stege verbinden, am stärksten in An prnch genommen; sie haben 
der scherenden Kraft im Schnitte 3-4 zu wide1 tehen. r:rnn be-
trägt die Kraft T = -r: b z für die genannte telle im Widerlager-
querscbnitt, wo sie offenbar am grössten wird 9 t. Dieser Kraft 
haben die Niete auf der Länge b zu widertehen. Bezeichnet man 
die Entfernung cler Niete mit 11 so trifft auf jeden Niet die 
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n Kraft y; T. Nennt man ferner den ßolzendurchmesser d und die 
. 
zulässige Schubspannung -c', so ergibt sich, da jeder Niet doppelt 
geschnitten wi.rd, die Beziehung 
n n: d2 
-T= 2r' --. b 4 
Setzt man cl = 2 cm und r' = 0,6 t, so wird im vorliegenden Falle 
5n0 .9 = 2.0,6.3,14 
n = 21 cm. 
Die Niete könnten somit bei einer Entfernung You 21 cm den 
scherenden Kräften genügend widerstehen; denn gegen das, freie 
Ende hin nimmt die Scherkraft fortwährend ab. 
In der N nmmer 22, Seite ~6, ist ferner gezeigt worden, da$S 
die in der Stegmitte herrschende Schubspannung annähernd nach 
der Formel 
(j 
'( = 
z.h 
berechnet werden kann , in welcher Q die Scherkraft und h Lfü' 
Balkenhöhe bedeutet, und dass dieser Ausdruck auch zur Berechnung 
der Nietentft>rnung benützt werden kann. Es mag die Frage interes-
siren, zu welcher Entfernung man mit Hülfe dieser nur annähernd 
richtigen Formel gelangt. Führt man statt dem der Zeichnung 
entnommenen Werte von T den Wert r b z = Qhb ein, so erhält man 
Q .!!'... = 2 r' 7r: az 
h 4 
und hieraus. indem man Q = 25 t, h = 120 c111 und wie 1orhin 
-r' = 0,6 t und d = 2 cm setzt, 
n = 18 cm (anstatt 21 wie oben). 
Die angenäherte Berechnung der Nietentfernung gibt überhaupt 
fast in allen Fällen kleinere Werte, das heisst stärkere Vernietungen 
als die genaue und ist daher um so eher ge tattet. 
Auch die zur Berechnung von J aufgestellte Annähernngs-
e 
Formel auf der Seite 94 möge noch mit den hier gefundenen Re-
ultaten verglichen werden. 
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Das Moment de!' äusseren Kräfte beträgt fül' den Wi<lerl_ager-
scbnitt 
Jl = 1/ 2 Pl = 1/ 2 • 25. 6 = 75 mt = 7500 cmt. 
Diesem widersteht die Querschnitts.fläche des Kopfes mit F1 = 
-10 + 2 . 25 = 90 cm2 und diejenige des Steges mit F2 = 118 cm2• 
Die Balkenhöhe beträgt h = 120 cm und die Entfernung der ~hwer­
pnnkte von Kopf und Fu s (nach cbä.tzung) h. = 115 cm; ma.n 
bekommt daher das Widerstandsmoment 
J - 1 1152 -
--;- - (90 + /6 • 118) 120 - 12086 cm3, 
und hiernach die grösste Normalspannung 
7500 
6 = 12086 = 0,62 t, 
welche!' Wert mit dem aus der Zeichnung gefundenen vollkommen 
übereinstimmt. 
25. Kranartig Con tructionen. 
Als Beispiele von Balken, welche gleichzeitig neben Bieguugs-
momenten und scherenden Kräften auch noch Normalkraften zu 
widerstehen haben, wollen wir hier die an Kranen oder kran-
artigen Verbindt~ngeu wirkenden inneren Spannungen be prechen 
un<l benützen diese Gelegenheit, zugleich einige graphische Zu-
sammensetzungen un<l Zerlegungen von Kräften zu erläutern, deren 
Behandlung ihrer Natur nach freilich eher an eine frühere 'telle 
verwiesen werden sollte. 
Wird eine Last L von Kranen getragen welche den Figuren 
43 und 44 entsprechend con truirt ind, so gelangt man zu den an 
den einzelnen Teilen angr ifenden Kräften am leichte~ten, wenn 
man das Gleichgewicht der am vel'ticalen Pfo ten oder an der 
Wendesäule wirkenden Kräfte aus<lrückt, weil an diesem liede 
sitmtliche gesuchten Kräfte, im vorliegenden Falle deren vier, zu· 
sammentreffen. 
Sobald ein Constructionsstab an seinen Endpunkten mit Ge-
lenken versehen ist, wie das Zugban<l in der Figur 44, so füllt die 
an ihm wirkende Kraft mit seiner Lil.ng axe zusamm n, oder richtiger 
gesagt, sie geht durch die beiden Gelenkmittelpunkte i ihre Lage 
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ist daher vcin vornherein bekannt. Das nämliche gilt, wenn auch 
nicht mit derselben Schärfe, von den Endpunkten der Strebe in der 
Figur 43 und dem Strebenfuss in der Figur 44; denn auch hier 
ist uie Kraft genötigt , durch bestimmte Punkte zu gehen , weil 
die übliche Vet;bindungsweise der betreffenden Balken durch ex-
centrische Kräfte sofort gelöst würde. Wenn ferner die Wendesäule 
an irgend einem Punkte durch einen Rollenkranz unterstützt wird, 
so steht die an diesem Punkte angreifende Kraft senkrecht auf der 
Rollfläche; höchstens kann sie um den stets geringen Reibungs-
winkel von dieser Richtung abweichen. 
Fig. 43. 
/ 1(7' 
..- .. /tL 
.· ..... : 
.· : : 
.· 
Fig. 44. 
Auf Grund dieser beiden Gesetze ~st es nun leicht, die vier 
in den Figuren 43 und 44 auftretenden Kräfte zu bestimmen ; denn 
in der ersteren sind die Kräfte 2 und 3, in der letzteren die Kräfte 
1 und 3 der Lage nach bekannt; man findet daher durch Zerlegung 
der Last L im Punkte A die Kräfte l und 2 und, da alle vier 
8 
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Kräfte sich das Gleichgewicht halten 1m1 ·sen, dmch ein geschlo enes 
Polygon die Kräfte 3 und 4. 
In der Figur 44 darf die Kraft 4 , welche den Zapfen- oder 
Pfannendruck darstellt, nicht abwärts gerichtet sein, weil sonst die 
Pfanne abrutschen oder vielmehr der Pfo ten ich aus dem Lager 
herausheben würde; höchsten um den Reibungswinkel des Zapfen, 
an der Wand der Pfanne könnte allenfalls die Kraft 4 von der 
Horizontalen nach unten abweichen. 
In der Regel haben Kräne nicht nur eine La t einfach zu 
tragen, sondern sie sind mit Vorrichtungen zum Heben und Nieder-
lassen der Last versehen. In diesem Falle sind auch die in den 
Seilen oder Ketten wirkenden Kräfte zu berücksichtigen; im Ganzen 
bleibt jedoch das Kräftepolygon dasselbe. 
Fig-. 45. Fig. 46. 
Als Beispiele wählen wir die beiden in den Figuren 45 und 46 
dargestellten Anordnungen. Znnäch t werden durch Zerlegung der 
gegebenen La t die beiden Ketten pannuugen 1 und 2 gefunden. 
Dann ist die Kraft 3 gleich der Kraft 2, oder genauer um die 
Seil- und Rollemeibung grösser, vorau.ge etzt, da· die La t ge-
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hoben wird. Um dieselbe Grösse ist 4 grösser als 3 nnd so fort. 
Hiernach kann man die Kraft 3 im Kräftepolygon auftragen und 
durch Zerlegen der Mittelkraft von 1 bis 3 die Kräfte 5 und 6 
finden. Die Kraft 4 kommt hinsichtlich der Wendesäule zweimal 
vor; im Punkte C wirkt sie abwärts ( 4), an der Trommel auf-
wärts ( 4'); im Kräftepolygon heben sich die zwei Kräfte dfrect auf. 
Endlich erhält man durch zwei weitere Parallelen wie in den vor-
hergehenden Beispielen die Kräfte 7 und 8, den Rollendruck und 
den Zapfendruck. 
In de1· Figur 45 haben wir dem Rollenkranz seine Grenzlage 
gegeben; bei noch flacherer Rollfläche würde die Kraft 8 mehr als 
um den Reibungswinkel von der horizontalen Richtung abweichen 
und infolge dessen der Kran, dem Zuge der Last L fölge~d, 
ausgleiten. 
Nun sind sämtliche Kräfte, welche am Kran wirken, bestimmt; 
hinsichtlich der Wendesäule greifen sie bei der Figur 45 in der 
Reihenfolge (3,4), 5, 4', 6, 7 und 8 an; in dieser Anordnung sind 
die Kräfte durch ein Seilpolygon iu verbinden, damit man für jeden 
Querschnitt die Mittelkraft der ausserhalb wirkenden Kräfte erhält. 
In der Figur ist dieses Seilpolygon gestricht eingezeichnet; es 
verläuft von C im Zickzack nach A und von da nach B . fn der 
durch die Fignr 46 dargestellten Anordnung hat die Säule nur die 
Kräfte 7 und 8 auszuhalten; dagegen ergibt sich für das um-
hüllende Blechgehäuse, an welchem die Lager für die Rolle C und 
die Seiltrommel befestigt sind, die Reihenfolge (3,4), 5, 7, 4', 6, 8. 
Um tlie Kräfte in dieser Gruppirung zusammensetzen zu können, 
musste zunlichst im Kräftepolygon an 5 die Kraft 7 und an diese 
6 angereiht werden; hierauf war das Seilpolygon leicht zu zeichnen; 
es verläuft von C aus zickzackförmig und endigt in der Nähe des 
Rollenkranzes. 
Durch Kräfte- und Seilpolygon ist nun für jeden Querschnitt 
die ausserbalb wirkende Kraft nach Lage und Richtung bestimmt, 
und es ist nicht schwer, aus diesen Kräften die faneren Spannungen 
abzuleiten. 
Die Strebe 2 in der Figur 43 und die Streben 6 in den Fi-
guren .45 und 46 werden ausschliesslich auf Druck, das Zugband 1 
in der Figur 44 und die Bänder 5 in den Figuren 45 und 46 nur 
auf Zug in Anspruch genommen. Die betreffenden Kräfte verteilen 
sielt somit gleichförmig über die Quersrhnitte. Alle übrigen Teile 
8" 
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dagegen haben Kräfte auszuhalten, deren Angriffspunkte ansserhalb 
der Querschnittsschwerpunkte liegen, Kräfte, welche dahel' ungleich 
verteilte Normalspannungen und aussel'dem zum Teil auch trans-
versale Spannungen hel'vorrufen. 
So nimmt der die Last tragende Balken in der Figur 43 an 
dem einen Ende die Kratt L, an dem andern die Kraft 1 und am 
Befestigungspunkt der Strebe die Kraft 2 auf. Rechts von diesem 
letzteren Punkte bildet L, links davon 1 die änssere Kraft; beide 
bewirken sowohl normale als auch transversale Spannungen· durch 
einfaches Zerlegen findet man leicht für jedeu beliebigen Schnitt 
die Grösse und den Angriffspunkt der Normalkraft P, sowie die 
Grösse der Scherkraft Q und hieraus nach früher gegebenen Regeln 
die inneren Kräfte. Wird der Balken aus Holz gebildet so in-
teressirt uns (nach Nr. 20) nur das grösste Biegungsmoment ltnd 
dieses tritt offenbar am Angriffspunkte der Strebe ein. 
Der Pfosten der Figur 43 wird in seinem oberen Teil durch 
uie Kraft l, in seinem unteren durch 4 1 im mittleren dagegen 
durch die Kraft L beansprncht; da diese letztere zur Pfostenaxe 
parallel gerichtet ist so erleidet der mittlere Teil nur normale und 
keine scherenden Spannungen. 
Aehnliches gilt von den in den Figuren 44 bis 4ö dargestellten 
Kränen. Da wir unseren Figuren keine bestimmten Dimensionen 
und Gewichte zu Grunde gelegt haben, so beschränken wir uns hier 
auf diese Bemerkungen und wollen in der nächsten Nummer au 
einem speziellen Beispiele diese Angelegenheit weiter entwickeln. 
26. Construction der an einem Blechkran 
wirkenden Kräfte. 
(Tafel 4.) 
Der auf der Tafel 4 abgebildete Blechkran bildet einen ewz1geo 
gekrümmten Balken. Da au serbalb der Schnitte. die durch ihn 
geführt werden, Kräfte von den verschiedenartigsten Richtungen 
nncl Grössen wirken, so ist dieses Beispiel bezüglich der Construc-
tion der inneren Spannungen ganz besonders lehrreich. Auf der 
Tafel ist diese Construction für die neun mit römischen Ziffern 
bezeichneten, senkrecht auf die Balkenaxe gelegten Schnitte durch-
geführt. 
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Die Last L', welche der Kran tragen soll, wurde zu 10 Tonnen 
angenommen. Der Haken, an welchem diese Last hängt, ist oben 
mit einem gezahnten Rädchen versehen, um das sich eine Gall'sche 
Kette schlingt, die so einen einfachen Flaschenzug bildet. Das eine 
Ende der Kette ist am Kopf des Krans befestigt, das andere wird 
vermittelst dreier, im Inneren des Krans angebrachter Rollen zum 
Zahnrad des Hebezeuges geleitet, durch welches sie nachgelassen 
und angezogen wird, um sich nachher im Kran selbst zusammen-
zulegen. Die Drehvorrichtung unten bedarf keiner weiteren Er-
klärung. Der im Mauerwerk steckende Teil des Krans ist wegen 
Platzmangel kürzer angenommen worden, als es praktisch zweek-
mässig wäre. 
Nach einer ersten angenäherten Annahme der Gewichte wurden 
die Abmessungen festgestellt und dann die Gewichte der einzelnen 
Teile wie folgt berechnet: 
K Gewicht des Hakens unu der Ketto . 0,150 t 
1 » » Krankopfes jenseits des Schnittes I 0,350 » 
2 » » Krans mit Kette zwischen I und II 0,740 » 
3 » » » » » > II » III 0,223 » 
4 » » » » » » III > IV 0,936 » 
5 » » » » » » IV > V 0,268 » 
6 » » » » Hebezeug » V » VI 1,260 » 
7 » » » > VI » VII 0,456 » 
8 » » » » VII » VIII 0,328 » 
9 » » » » VIII » IX 0,292 » 
10 » » > > IX > X 0,247 » 
Gesamtgewicht 5,250 t 
Die Last L mit dem Gewichte K zerlegt sich nun zunächst in 
die zwei Kettenspannungen S1 und 82 , die an Stelle von L + K 
im Kräftepolygon (Figur 2) im Massstab 1 t = 2 mm aufgetragen 
sind; an diese schliessen sieb dann obige Gewichte 1 bis 10. Aus 
der Kettenspannung 82 findet man nun wenn der Reibungscoefficient 
der einzelnen Rollen bekannt ist, alle weiteren Kettenspannungen. 
J n unserem Beispiel wurde die Ueibung zu 4 % angenommen; es 
verhalten sicJ1 demnach je zwei aufeinander folgende S wie 1 : 1,04. 
Hiernach ist es nun nicht schwer, sämtliche ausserbalb der Quer-
schnitte wirkenden Kräfte zu finden. Im Kräftepolygon wird an 
das Gewicht 1 die Kraft 86 angefügt, deren Richtung gegeben ist 
und deren Grösse sich gleich 1,04 82 ergibt; dann folgt das Ge-
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wicht .2 und hierauf Jer Zapfendruck der zweiten Rolle (Kraft 3') 
als ::Mittelkraft der Kril.fte 83 und 84 , von welchen letztere wiederum 
aus ersterer abgeleitet wird. Hieran chliessen sich die Gewichte 
3 und 4, dann der Drnck 5' der 1.lritten Rolle und das Gewicht 5; 
nun ist der Kettenzug 85 anzufügen, welcher wieder in die r erti-
cale zurückführt, und dann kommen die Gewichte 6 und 7. 
Die nächste am Kran angreifende Kraft 86 ist der horizontale 
Druck, mit dem derselbe den Rollenkranz und damit das Mauerwerk 
belastet. Dieser Druck wird gerade so wie in der vorigen Nummer 
durch Zerlegung der oberhalb vorhandenen Gewichte ermittelt; die 
Lage des Gesamtgewichtes ist jedoch hier, wo es ich aus ver ehie-
denen Teilen zusammensetzt, zunächst noch unbekannt. Um sie iu 
finden, sind alle bisher aufgezählten Kräfte durch ein Seilpolygon 
verbunden worden; dazu wurde ein beliebiger, dicht über dem Kran-
kopf wirkenaer Horizontalschub 1I angenommen und mit dem Pole 0 
nach allbekannten Regeln ein Seilpolygon gezeichnet. Zu dessen 
Erläuterung ist nichts weiter zu bemerken, al:i dass die Last L 
uncl das Gewicht ](der Einfachheit wegen als in ein und der elben 
Verticalen wirkend betrachtet wurden. Die einzelnen eilpolyaon-
seiten schneiden nun den Horizonta1schub in Punkten I bis \"lf, 
durch welche die aufeinander folgenden ;\fütelkrä.lle ()"eben. peziell 
durch Vll geht die den Schnitt VII beanspruchende, vertical gerichtete 
Kraft. Sie trifft diesen Schnitt in einem ebenfalls mit VII be-
zeichneten Punkte und ist daselbst in eine hori7.ontale Componente a 
und eine schiefe, durch tlie Zapfenmitte gehende, z, zerlegt worden. 
Um nun schliesslich nollh für die Schnitte VIIf und IX die 
äussere Kraft der Lage nach 7.11 erhalten, haben wir nicht da · obige 
Seilpolygon fortgesetzt, sondern, was einfacher war, unten beginnend 
die Kraft Z mit den in der nämlichen Verticnlen wirkenden Ge-
wichten 10, 9 und 8 zusammengesetzt, W07.ll einfach drei unn:h 
die Zapfenmitte gelegte Parallelen zu den im Kräftepolygon bereits 
\'Orhandenen Mittelkrä.fteu nötig waren. 
Wir kennen jetzt alle ausserbalb der Schnitte 1 bi X wirkenden 
Kräfte und gehen zur Bestimmung der inneren Spannungen über. 
Bei der Construction der Trägheitsmomente der einzelnen 
Schnitte, der Kurven der ?" b z und der <1mu wiederl10len sich die 
in der Nummer 24 erläuterten Arbeiten. Wir begnügen uns daher 
damit, hier das hervonnheben, wodurch sich die gegenwärtigen 
Constructionen von jenen unterscheiden. 
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In den Querschnitten, welche in der Figur 3 im Massstab 1 : 50 
dargestellt sind, wurden alle Blech- und Winkeleisendicken gleich 
1,2 cm angenommen. Als Verwandlungsbasis a wurden 2,4 cm 
gewählt, so dass die L1 r stets gleich den halben Längen der Platten 
und Winkeleisen sind. Die erste Poldistanz b beträgt 4!2/6 cm, so 
dass ab = 100 cm2 wird. Als zweite Poldistanz wurde wie früher 
die halbe Balkenhöhe e genommen. 
Bei der Construction der statischen und der Trägheitsmomente 
der verschiedenen Querschnitte beschränkte man sich wegen der Sym-
metrie durchgehends auf die Hälfte: der Abschnitt des zweiten Poly-
gons ist daher gleich 1/ 2 t und wurde stets mit dem Zirkel verdoppelt. 
In der Figur 1 wurden nun für sämtliche Schnitte die in den 
äussersten Kanten wirkenden Normalspannungen bestimmt. Dabei 
haben wir zunächst die ausserhalb wirkende Kraft je in eine 
:Normal- und eine Transversalcomponente, P uncl Q, zerlegt und 
hierauf erstere nochmals in ein Kräftepaar J.ll und eine gleich 
grosse, im Schwerpunkt angreifende Normalkraft übergeführt. Die 
vom Kräftepaar oder, was dasselbe bedeutet, vom Bicgungsmomente 
in der äussersten Kante des Querschnittes erzeugte 8pannung sei <5, 
die von dor centralen Normalkraft herrührende 6'. Dann herrscht 
an der einen äussersten Kante die Summe (<5 + <5'), an der andern 
die Differenz ( 6 - 6 1) dieser Spanuungen. · 
Es ist nun wie in den Nummern 23 und 24 J = ab et und 
demzufolge cJ a. b t gleich dem Biegungsmomente lil der äusseren 
Kraft; es wurde daher für jeden Schnitt die äussere Kraft in rich-
tiger Lage und im Massstab 1 t = 1 mm (also halb so gross wie 
in der Figur 2) aufgetragen, in Normal- und Transversa.lcomponente 
zerlegt und erstere aus dem Schwerpunkt des Schnittes projicirt. 
Das Projectionsdreieck stellt dann das halbe Biegungsmoment dar. 
Verwandelt man es iu ein Dreieck, dessen eine Kathete gleich t ist, 
so stellt die andere c5 au dar. Für den Schnitt V sind die beiden 
gleich grossen Dreiecke schraffirt, für die übrigen Schnitte aber 
nur die Endpunkte der zur Verwandlung dienenden Parallelen aus-
gezogen und mit den betreffendeu Buchstaben versehen worden. 
Die von der centralen Normalkraft bewirkte Spannung wird 
p 
6' = F oder, da F. gleich ci r ist, 
11' ab = Pb 
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Diesen Wert haben wir in der Figur 1 für jeden Schnitt auf der 
Richtungslinie der Kraft P dadurch bestimmt, da~s wir letztere mit 
dem Verhältnis 1/ 2 b: 1/ 2 r multiplicirten, wozu ebenfalls zwei pa-
rallele Linien ausreichten. Die betreffenden Constructionslinien sind 
wiederum für den Schnitt V ausgezogen, für die übrigen bloss an-
gedeutet worden. 
Nun wirkt in jedem Schnitt auf der der äussern Kraft zuge-
kehrten Seite die Spannung 11+111 , auf der abgewendeten Seite die 
Spannung 11 - 11'. Die Werte 11' ab wurden daher mittelst eines 
kleinen Halbkreises auf die Schnittrichtung übertragen und so die 
Werte (11+11') ab und (11 - 11') ab erhalten. 
Fast noch rascher gelangt man zu diesen ·werten, wenn mau 
von dem auf der Seite 56 stehenden Satze Gebrauch macht, dass 
die Randspannung gleich dem Kernmoment dividirt durch da 
Widerstandsmom~nt ist. Zu diesem Behufe bestimmt man zunächst 
für jeden Schnitt den Kernradius 
k = t"!. : e = !_ : e = a b e t : e = !!..!_, 
F ar t• 
indem man (Fig. 3) durch den Endpunkt von 1/ 2 t eine Parallele 
zum ersten Strahl des ersten Kräftepolygons zieht. (Im Quer-
schnitte IX ist dieses geschehen.) Trägt man dann die erhalte.ue 
Strecke in den Schnitten der Figur 1 vom Schwerpunkt ans nach 
beiden Seiten auf und bildet die Momentendreiecke nicht mit dem 
Schwerpunkte, sondern mit den beiden Kernpunkten, so bekommt 
man durch die Division mit t sofort die obigen Werte. 
In der Figur 3 wurden nun die verschiedenen Kräfte von der 
A.xe der Querschnitte aus aufgetragen und zwar die (O' + O'') et b 
je oben nach links, die ( 11 - 11') ab je unten nach rechts; dann be-
stimmen die Verbindungslinien der Endpunkte die an jeder Stelle 
herrschende Normalspannung. Wo diese Linien die verticale Mittel-
linie schneiden, ist die Spannung gleich null ; durch diesen Punkt 
geht somit in jedem Querschnitte die neutrale Axe, welche die ge-
drückten Flächenelemente von den gezogenen scheidet. Nach früher 
(Nr. 13, Seite 55) ist die neutrnle Axe die Antipolare des Angriffs-
punktes der äusseren Kraft hinsichtlich der Centralellipse des Quer-
schnittes. Dieser Satz kann als Probe für die richtige Construction 
der 11 benützt werden. Da alle äusseren Kräfte in der Mittelebene 
des Kranes wirken, so genügt es, zu die. em Behufe den verticalen 
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Haibmesser der Centralellipse zu bestimmen; dieser ist i = r k e 
und wird durch einen ,Halbkreis, welcher die Strecken k und e über-
spannt, bestimmt. Für den Schnitt IX ist auch diese Construction 
ausgeführt worden. Trägt man dann i von Saus nach rechts auf, 
so kann mittelst eines rechten Winkels der zum Angriffspunkt A 
antipolar liegende Punkt N bestimmt werden. Dieser fällt in 
der That mit dem Nullwert von 6 zusammen. 
Wenn man es vorzieht, kann man auf diesem Wege auch die 
6-Linie finden, ohne den von der directen Pressung herrührenden 
Teil <r' zu bestimmen. Man trägt zu diesem Zwecke oben und 
unten einfach 6 ab auf, verbindet die erhaltenen Punkte und zieht 
durch N eine Parallele zur Verbindungslinie. 
Die punktirten, durch N gelegten Linien, welche die Normal-
spannungen halbiren, enthalten nun wie früher die Mittelpunkte 
der Halbkreise, welche zur Zusammensetzung der 6 mit den -r 
dienen. 
Um diese letzteren zu erhalten, wurde ganz so, wie es auf der 
Tafel 3 (siehe die Erklärung in Nr. 24) geschehen ist, durch den 
Pol des zweiten Kräftepolygons eine Linie gezogen, welche mit e 
einen Winkel bildet, dessen Tangente gleich ~ ist, und auf dieser 
Linie der Punkt bestimmt, dessen Abscisse in Bezug auf e gleich Q, 
gleich der Transversalcomponente der äusseren Kraft ist. Die Ver-
längerung dieser Abscisse wird dann von den Strahlen des zweiten 
Kr-ä.ftepolygons in Punkten geschnitten, deren A.bscissen gleich -r b z 
sind und durch Uebertragung mit dem Zirkel zu den mit seit 
(scherende Kräfte) bezeichneten Kurven führen. 
Um hieraus die -r ab zu bekommen, sind (vergleiche die vor-
letzte Nummer) die -rbz mit~. das fat mit 1, 1/ 2 oder 1/ 10 zu z 
multipliciren, je nachdem es sich um den nackten Steg (z = 2,4 cm 
= a), um dessen Verbindung mit den Winkeleisen (z = 4,8 cm= 2 a) 
oder um die Horizontalflantschen der Winkeleisen (z = 24 cm = 10 a) 
handelt. Man erhält daher die -r: ab direct in der Verticalen, wo 
man sie nötig hat, indem man durch die Endpunkte der -r b z Linien 
zieht, die mit den Strahlen des Büschels der Figur 4 parallel laufen. 
Diese Parallelen wurden nicht ausgezogen ; sie können, falls man 
controlliren will, leicht wieder erhalten werden. Ihre Endpunkte 
geben mit den Punkten der 1/ 2 6 ab-Linie die Radien der Halb-
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kreise, nnd durch Herunterschlagen dieser Radien gelangt man zu 
den Kurven der :Vfaximal-Spannungen und -Pressungen. 
Zu gleicher Zeit erhält man hierbei die Richtungen, in welchen 
<las )faterial scherend nicht in Anspruch genommen wird. Diese 
Ricl1tungen sind in der Figur 3 links auf einer und derselben 
Verticallinie für alle Schnitte als Kreuzchen aufgetragen worden. 
Nachdem man hierauf diese Kreuze in Jie Figur 1 übertragen hatte, 
konnten ganz wie auf der Tafel 3 die Trajectorien eingezeichnet 
werden, welche die Richtung der stärksti>n normalen Inan,pruch-
nahme des Metalles angeben. Zwischen den Schnitten VI und VII 
laufen diese Kurven vertical, weil innerhalb dieser Strecke keine 
transversalen Kräfte vorkommen. Zugleich sind die X-Punkte, in 
welchen die <1 null sind, durch eine continnirliche Linie verbunden 
worden, welche ziemHch parallel mit der (stiichpunktirten) Axe des 
Kranes verläuft. 
Die Druckspannungen auf der inneren Seite de· Krans sind, 
wie zu erwarten stand, grös:;er als die Zugspannungen auf der 
riusseren Seite; dem entsprechend übertreffen auch 1lie Kräfte längs 
den Druckkurren im Durchschnitt diejenigen der Zugkmven. Erstere 
siml etwas stärker ausgezogen worden als letztere. 
Im Weiteren lassen sich unserem Kräfteplan noch die folgen-
den Resultate entnehmen: 
Die grösste aller Spannungen findet sich im Schnitte V und 
beträgt (bei 10 1'onnen Traglast) 34 Tonnen uuf ci b = 100 cm2 
ouet· 0,34 Tonnen pro cm2 ; der Kran könnte somit nahezu die 
doppelte Last trn.gen. Der grösste Wert, den die tran. versale pan-
nung r annimmt, ergibt sich im Schnitte IX zu 0,15 t pro rm2• 
In allen. Schnitten mit Ausnahme von I und IX tritt die 
grösste Spannung in den äussersten Kanten ein; in den beiden 
genannten • chnitteu sind jedoch die normalen 'pannungen ver-
hiiltnismä sig klein. Es würde daher im vorliegenden Falle genügen, 
sich bei der Berechnung der Dimensionen auf die normalen Kräfte 
im Querschnitte r.u beschränken. Letztere rühren in er ter Linie 
von den Biegungsmomenten her; doch dü1ften die von der directen 
Pressung hervorgerufenen Spannungen nicht vemachlii igt werden. 
Die von cler Kette herrührenden Kräfte 5 bi '5 üben zwar, 
da. siP, in der Nähe der Kranaxe verlaufen, keinen gro en Einflus 
aus; doch wird es stets ratsam sein, sich von deren Bedeutung eine 
klare Vorstellung zu machen , bevor man sich ent·chlies t, ie zu 
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vernachlässigen. Ihrem Dasein ist es zum Teil zuzuschreiben, dass 
die Spannungen in den Schnitten III bis V höher steigen als in 
den folgenden, für welche doch der Hebelsarm der Last L grösser ist. 
In der Praxis wird es also wohl immer hinlänglich genau, 
jedenfalls am förderlichsten sein, nach· vorläufig a_ngenommenen Di-
mensionen das Kräfte- und Seilpolygon (Figuren 1 und 2) zu con-
strniren und dann für einige Schnitte, für welche das Moment der 
üusseren Kräfte gross wird, die Widerstandsmomente, beziehungs-
weise die grössten Normalspannungen zu bestimmen. 
27. Die Zug- und Druckkurven in cylindrischeu Wellen. 
(Tafel 5.) 
Um zum Schluss auch noch ein Bei:;piel von räumlichen (doppelt 
gekrümmten) Zug- und Druckkurven zu behandeln, haben wir auf 
<ler Tafel 5 die betreffenden Constructionen für eine cylindriscbe 
Welle ausgeführt, die neben Biegungskräften auch noch Torsions-
momente auszuhalten hat. Zwar bieten einfach auf Biegung be-
anspruchte Balken ebenfalls Gelegenheit zum Zeichnen von doppelt 
gekrümmten Trajectorien; denn wie iu der Nummer 17, Seite 72, 
gezeigt worden bt, lässt sich ein solcher Balken den im Querschnitt 
existirenden Selrnbkurven entlang in dünne Schalen zerlegen, deren 
jede ein selbständiges System von Zng - und Druckkurven besitzt. 
Die verschiedenen Liniensysteme weichen jedoch von demjenigen der 
:Mittelebene, mit dem wir uns bis jetzt ausschliesslich beschäftigt 
haben, so wenig ab, dass sie sich in der Längsansicht des Balkens 
nahezu decken. Auders liegen jedoch die Verhältnisse bei Balken, 
welche auf Torsion in Anspruch genommen werden, weil die Span-
nuugstrajectorien in diesem Falle spiralförmig verlaufen. 
Als Beispiel haben wir einen cylindrischen Balken von 4 cm 
Durchmesser und 15 cm Länge gewählt, auf welchen an dem einen 
Ende eine um 4,5 cm vom Mittelpunkt entfernte Transversalkraft Q 
von 80 kg einwirkt, während das andere Ende festgehalten oder 
eingespannt gedacht werden kann. Der Balken hat daher ein 
Torsionsmoment von 3,6 mkg und ausserdem ein Biegungsmoment 
zu ertragen, das gegen das festgehaltene Ende hin allmälig bis auf 
12 mkg zunimmt. 
Diese Belastungsverhältnisse kommen zwar in der Praxis kaum 
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vor; in der Regel wird da, wo ein Torsionsmoment zur Wirkung 
gelangt, das Biegungsmoment möglichst erniedl'igt, und zwar dadurch, 
dass durch geeiguete Wahl der Unterstützungspunkte entweder die 
freie Länge des Balkens beschränkt oder die Transversalkraft Q auf 
einen kleinen Wert znrückgeführt wird. Um die gemeinsame Wirkung 
von Drehung und Biegung auf den Verlauf der Trajectorien deut-
lich zum Ausdruck zu bringen, mussten wir daher zu etwas un-
gewöhnlichen Verhältnissen greifen. 
Nach der Nummer 17, Seite 7 4, bilden die Scbublmrveu iru 
Querschnitt, wenn neben dem Torsionsmomeute Mt noch eine Scher-
kraft Q vorbanden ist, einen Kegelschnittbüschel, welcher am be-
quemsten rechnerisch mittelst der Gleichung 
c (x2 + y2 - r 2) = (2 x + 3 q)2 
bestimmt wird. In dieser bedeutet c eine willkürliche Oonst::mte 
(den Parameter) , 1· den Radius der Welle und q den Hebelarm 
von Q. In unserem Falle ist r = 2 cm und q = 4,5 cm zu setzen. 
Da q grösser als 2/ 3 r ist, so besitzt der Büschel keine reellen Grund-
punkte; es kommen somit nur ganze, geschlossene Ellipsen in Be-
tracht und selbstverständlich nur diejenigen, die innerhalb des 
Kreises liegen. Zu diesem Zwecke muss (vergleiche Seite 75) der 
9 2 
Parameter c zwischen 4 - ) und - oo , also in unserem Falle 
zwischen - 41,56 und - oo liegen. 
Es wird ferner nach früher die Abscisse des Mittelpunktes 
einer Kurve 6 27 
m=--q-= 
c-4 c - 4' 
die halbe horizontale Axe 
a = Jf9c ·q2 +c(c-4)r2 _ l'166 1/ 4 c + 4c2 
c-4 c-4 
und die halbe verticale Axe 
b = y~ + ~ = JI 4 + 182114 
c-4 c - 4 
Setzt man nun nacheinander 
C= -41,56 -42 -45 -50 -60 -75 -100 - 200 -00 
so wird 
1n = -0,59 -0,59-0,55 -0,50 -0,42 -0,34 -0,26 -0,13 0,00 Clll 
a 0,00 0,19 0,51 0,76 1,04 1,27 1,47 1,75 2,00 cm 
b = 0,00 0,20 0,53 0,79 1,07 1,30 1,50 1.76 2,00 C111 
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Auf der Tafel 5 1.2 ist der Balken in natürlicher Grösse dar-
gestellt und es sind nach obigen Zahlenwerten sieben Ellipsen in 
Jen Kreis eingezeichnet worden, davon zwei etwas stärker; für diese 
letztern sowie für den Kreis selbst haben wir sodann in den Figuren 4 
Llie :Maximalspannungen und die denselben entsprechenden Schnitt-
richtungen construirt. Zu diesem Zwecke wurden die drei Kurven 
in gerade Linien, das heisst die Cylinderflächen in Ebenen ausge-
streckt und als Rechtecke aufgetragen. Da für je zwei zur hori-
zontalen :Mittelebene symmetrisch liegende Punkte die Schubspan-
nungen gleich gross, die Normalspannungen entgegengesetzt gleich 
sind, so konnten wir uns darauf beschränken, von jeder der abge-
wickelten Flächen die Hälfte zu zeichnen ; wir haben die obere 
gewählt; die Kurven der O"ma:s: und O"miu passen dann auch für die 
untere Hälfte, wenn man sie um die V erticale um wendet, und die 
Zug- und Druckkurven für die untere Hälfte erhält man sofort, 
wenn man diejenigen der oberen Hälfte um die horizontale Mittel-
linie der abgewickelten Fläche umklappt. In der Ansichtsfigur 
bewegen sich die Trajectorien hinsichtlich der Balkenaxe genau 
symmetrisch. 
Bei der Abwicklung wurden die drei Kurven in beziehungs-
weise zehn, aeht und vier gleiche Teile geteilt und für die Teil-
punkte jeweilen die. o-, -r und O"mox bestimmt. 
In der Figur 3 haben wir in üblicher Weise das Trägheits-
moment des Querschnittes construirt; nur wurde letzterer, um Platz 
zu sparen, nicht in horizontale, sondern in verticale Streifen zer-
legt, was beim Kreise natürlich denselben Erfolg hat. Als Ver-
wanulungsbasis diente a = 2 cm, als erste Poldistanz b = 2,5 cm, 
als zweite e = 2 cm. Als Widerstandsmoment fänden wir a b t = 
ö,25 cm3, was mit dem berechneten Werte '/.i7t r8 = 6,283 cm8 gut 
übereinstimmt; das polare Widerstandsmoment ist (vergl. Seite 71) 
doppelt so gross, also gleich 12,5 cm8• 
Gleichwie in den vorhergehenden Nummern wurden nun (Fig. 3) 
mit Q = 80 kg die .,;' b z und hiernach die -r' ab bestimmt. Von 
0 geht wie früher eine schiefe Linie 0 P aus, deren Neigungs-
winkel gleich arc tang ~ ist; da wo diese mit dem horizontalen 
Strahl die Kraft Q einschliesst, wurde eine Verticale gezogen; dann 
schneidet auf dieser der Strahlenbüschel aus 0 die -r' b z ab; eine 
kleine Multiplication führt hierauf zu den .,;'ab; die entsprechenden 
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Ktm•en sind in der Figm 1 aufgetragen; al· Krf\ftema tab wurJ 
1 mm = 4 kg gewählt. Die Kurve der T' ab eraibt ich nach dP.r 
Rechnung (wie beim Re hteck) al eine Parabel 1 wn al Proh 
dienen kann. 
Nach der i:'ummer 15 'eite 61, tellt nun -r' zunli h t bl :;!'\ 
die Verticalcomponente der von Q erzeugten eh r pannun dar und 
i t für eine Krei ehne AB constant; zn die er kommt noch eine 
horizontal gerichtete 'pann11ng -r" hinzn 1 velche (rergleicl1 di 
Textfigur 2 auf der Seite 60) so gro zu w hlen i. t 1 da di 
Mittelkraft beider den verticalen Krei dmchme er in dem ell>en 
Punkte D schneidet wie di in A und B an den Krei gelegt n 
Tangenten. Hiernach ist die Iittelltraft von T' und T" für einen 
gegebenen Punkt leicht zu b timmen; man braucht zu die~ m 
Zwecke blo s ein rechtwinklige Drei k m zeichnen, d n verti· 
cale Kathete gleich T' und de . n Bypotenu e parallel 'lJ i·t. 
Da aber die Kräfte T' ab auf der Tafel horizontal o.ufgetraa n 
sind, o 'erden <lie T" ab durch enkrecht zu '/) abg ~ hnitt n. 
wie es für den Punkt ' in der Figur l g zeigt i t. 
Nun haben wir noch die 'l'or ion pannung n -r1 biniuwfügen. 
Diese sind dem Radius '\"On proportional. Jm Kr h1mfnng Lt 
diese pannnng gleich dem Tor ionsmomente, dh·iJirt durch da.· 
polare Wider. tand mom nt. al o gl ich _!2_q fo)rilich 
2 (t b f 
Q 'l 
T1(i/J = - • 2t 
Diese in der Figur 3 auf einfache Wei b immte r ~C wurd 
al Kathete einP r ·ht ·inkligen Dr i ke nrw n<l t. d , ·en Hyp 
tenuse gleich 3 r i ·t; nun bat man blo · c1 n diu d 
von R au mit dem Zirkel dreimal auf d r B ·pot nu nbzntrn"en 
und dann den Ab tand von d r verticalen K tbet abzngreifen. 
um die in () wirkend orsion pannuna zu nrhalt n. Fu t man 
ie no h in der Fiaur l parallel zum Radiu nu r" an. o h kommt 
man die e amt pannung. Wird richtig ·on truirt, h ntt clie~e 
enkrecht zur Rllip ntnng nt im unkt . 
Die e Con tru tion wmd nun für j cl 11 <l r T ilpunkt J ·r 
drei tark au gezogenen chublrurven ied rholt. Da Ergebnb 
die er Arbeit sind di in den Figuren 4 link g 7.eichn t n Kun· n 
der r ab. Sie zeil7en, da di eh r pannung in einer und der-
selben • chnbkur\'e abnimmt 1 j ' eit r man jch ,. n tl r Kraf f/ 
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entfernt.-Um Platz zu sparen, wurden die Spannungen in der Fi-
gur 4 halbirt aufgetragen; man hat sie daher im Massstabe 1 mm 
= 8 kg abzugreifen. 
Um sodann die Normalspannungen Cf zu erhalten, ist zunächst 
die grös te aller vorkommenden bestimmt worden; sie beträgt 
Cf ab = Q,-1 = 960 kg. 
Die Hälfte dieses Werte wurde im afassstab 1 111111 = 8 kg in der 
Figur 1 auf der horizontalen Krei tangente aufgetragen und den an-
genommenen sieben Querschnitten gemä. in sechs gleiche Teile ge-
teilt; verbindet man 1.lie Teilpunkte mit dem Mittelpunkte, so chneiden 
die Verbindung linien auf den Horizontalen durch die Punkte 0 die 
ntsprecbenden 1/ 2 Cf a b ab. Die e wurden in die Figuren 4 über-
tragen und dort zu den Kurven der 1/ 2 Cf ab zusammengefügt, rnn 
denen wir in jedem Felde die den chnitten IV und YII zugehörigen 
punktirt au gezogen haben. 
Nun erfolgte ganz wie früher die Construction der Maximal-
spannung n vermittel t d r bekannten Halbkreise, das Markiren der 
Kreuzchen und da Einzeichnen der Zug- und Druckkurven. Für 
die chnitte IV und VII wurden die Kurven der O"max, für erstere 
auch diejenigen der O"min gestricht ausgezogen. Zum Schlus wurden 
einige der Zug- und Drnckkurven in die Figur 2 übertragen und 
dort (die Drnckkurv n etwa stärker) voll oder punktirt ausgezogen. 
jenachdem sie auf der dem Auge zugekehrten oder auf der abge-
w n<leten , eite liegen. 
Die grös. te all r Normal pannungen tritt im Endquerschnitt 
(VII) ein, und zwar fa t genau in den Endpunkten de verticalen 
Krei durchrnessers (Punkt 6) · ie beträgt nach der Zeichnung, :rnf 
ab bezog n, 980 kg, auf den Quadratcentimeter omit 196 kg, 
währ nd wir oben ohn Rück icht auf die Schubkräfte 960 be-
ziehung wei J 92 kg gefunden hatten. Die grös te Transrer al-
pann11ng (welche bekanntlich gleich der Differenz zwi eben O"mu 
und 1/ 2 Cf i t) findet sich nahezu an der nämlichen Stelle gleh:h 
499 kg für rt b also gleich 100 ky für den Quadratcentimeter, 
wlihrend die blo e Torsion pannung nur 29 kg beträgt. Selbst-
v r tllndlich werden sich die e Zahlen je nach dem Verhältni des 
Biegnngsmomentes zum Torsion momente von Fall zu Fall ändern. 
Die Zug- uml Druckkurven bilden cbraubenlinien von wech-
selndem teirrung wink l; da wo ie die horizontale :Mittelebene de 
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Cylinders schneiden, bilden sie mit dieset· Winkel von 45 °; in der 
oberen Cylinderhälfte verlaufen die Zugkurven flacher, in der unteren 
steiler, die Druckkurven umgekehrt. Beschränken ich die l!.nsseren 
Kräfte auf ein Torsionsmoment, so werden die Schubkurven im 
Querschnitte zu concentrischen Kreisen und die Zug- und Druck-
kurven zu Schraubenlinien mit dem constanten Neigungswinkel 
von 45 °. 
28. Die Spannnngstrajectorien in der -atur. 
Dem Anatomen ist die Thatsache schon längst bekannt da 
die Knochen des Menschen und der Wirbeltiere im Innern an zahl-
reichen Stellen ein scheinbar regelloses, schwammiges Gefüge be-
sitzen. Während die Knochensubstanz nach au en eine dichte, 
compacte Masse darstellt, löst sie ich nach innen in einzelne Stil.b-
eben und Blättchen auf. Diese zellen- oder porenförmige Structur, 
die sogenannte Spongiosa, lä st ich schon beim Neugeborenen er-
kennen, tritt aber bei fortschreitendem Wach turn, währenu die 
Knorpelsnbstanz verkalkt, immer deutlicher hervor. Bei den meisten 
Knochen lässt sieb nun zwar in der Anordnung der Knocbenteilcben 
keine Gesetzmässigkeit herausle en; andere dagegen zeigen bei einiger 
~ Aufmerk amkeit eine deutliche, immer 
Fig. 47. d 
wietlerkehrende Regelmä.l igkeit in er 
Structur der Spongiosa. Am auf-
fallendsten tritt diese beim men ch-
licben Ober chenkellrnochen auf. Ein 
frontaler Läng schnitt durch des en 
oberen Teil zeigt unverkennbar, dass 
die kleinen K nocben täbchen zwei 
Systeme von gebogenen, sich durch-
kreuzenden Linien bilden. · 
Die Figur 4 7 stellt in halber na-
türlicher Grö.se den chnitt durch den 
Hüftknochen eines 31-jährigen Mannes 
dar.*) Man sieht, dass die compacte 
Masse des Röhrenknochens nach oben 
*) Diese Figur ist der Arbeit von Dr. Julius Wolff llber .di innere 
Architektur der Knochen etc." entnommen. (Berlin 1870.) 
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hin allrnälig dünner wird und ich dabei in einzelne Fasern anf1öst. 
::\fohr und mehr zweigen sieb links und rechts O'ebogene Fäden oder 
Stäbchen ab und vereinigen sich zu einem zellenförmigen Gerüste. 
Die Richtung dieser Fäden lä t sich mei tens klar erkennen; sie 
verlaufen stellenweise parallel zueinander, dann breiten sie sich 
wieder fächerförmig aus und palten ich hierbei in zwei oder mehr 
einzelne Zweige. eborall aber wo ein täbcben des linksseitigen 
Büschels einem til.bchen des recht eiticren begegnet, da durch-
kreuzen sie sich unter rechtem Winkel, so da · sie zusammen tets 
<1uadrati ehe oder rechtcckiO' Hohlräume bilden. 
Freilich lassen sich nicht ämtliche Fa ern bi ans Ende deut-
lich verfolgen; sie bewegen sich tellenwei e etwa unsicher und 
g hen auch gelegentlich ganz verloren; ferner be itzen die einzrlnen 
Zellen keine mathemati eh genaue rechtwinklige Form. Aber wie im 
Wasserfalle die einzelnen Wa. ·erfö.den ich durcheinander schlingen, 
nntl am Rando zerstäuben, wilhrend doch die ilfa se als Ganzes die 
pn.rnboli cl1e Linie des freien Fall verfolgt, so springen auch in 
th Spongio a des Hüftkno •h n. bei allen nregelmässigkeiten im 
Einzelnen, sobald man da Ganze überblickt die zwei charaktefrti-
chen Kurven y teme aufs unverkennbar te ins .Auge. 
'clmei<let man d n ber-chenkelknochen in sagittaler Richtung 
(von vorn nach 11inten), so treten die ' ich kreuzenden Linien eben-
falls zum Vor.chein, doch lange nicht so bestimmt, wie beim fron-
talen chnitte. Deutlicbei· ?.eigen ie si h dagegen, wenn man den 
Knoch u in del' Höhe des 'l'roch:mter minor quer durch cbneidet. 
Ein weiter oben, dnrch d n Kopf des Knochens geführter Quer-
chnitt liefert wieder ein unregelmä -ige Gefüge. 
An den übrig n Knochen de .Jien chen i t die e Erscheinung 
noch vielfa h 7.tl beobachtl'n, be onder, d utlich am Fer enknochen . 
.Auch die rnochen der ü.ug tiere bieten, wie zu erwarten steht, 
zahlrei he Beispiele zu dem ge'etzmii igen Aufbau der zellen-
förrni(J'en Ma e. 
Das Verdienst, die stati ehe Bedeutun(J' dieser eigentümlichen 
Anordnung der Knocheusub tanz erkannt zu habllll gebührt den 
Zürcher Professoren Hermann v. Ieyer und Cnlmann. Al ersterer 
im Jahr 1866 in der Zürcher Naturfor cbenden Gesell chaft einige 
seiner Knochenpräparate vorwie und dabei auf die Architektur der 
pongio a aufmerksam machte, da erkannte der anwesende Begründer 
d r Graphischen Statik, tlas; die merkwürdige Anordnung dieses 
f.) 
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zellenförmigen Gebildes den Spannungstrajectorien bela teter Balken 
entspreche. Ganz besonders fiel Culmann die Uebereinstimmung de 
Verlaufes der Knochenfasern im Oberschenkel mit demjenigen der 
Zug- und Drnckkurven in einem gebogenen Krane auf, wie sie unter 
seiner Leitu11g nicht lange vorher gezeichnet worden waren. Der 
Oberschenkel erschien ihm als ein kranförmig gebogener Balken, 
der an seinem oberen Ende eine seitliche La t, das Gewicht des 
menschlichen Körpers, zu tragen hat. 
Sofort liess er auf Grund <lieser Auffä sung die Zug- und 
Druckkurven in einem Hüftknochen construiren. Um der B dingung 
zu genügen, dass der Querschnitt des Balkens sieb nur wenig und 
allmälig ändern dürfe, wurden hierbei die dornförmigen, Trochanter 
major und minor genannten Knochenfortsätze weggela en und au b 
das kugelförm.ige Ende des Knochens etwas modificirt; ferner wurde 
der Knochen absichtlich nicht als Röhre, ondern al ge cblos ener 
homogener Körper vorausgesetzt, damit es um so deutlicher in die 
Augen springe, da s die Anordnung der Knochensubstanz den stati-
schen Anforderungen entspreche. Im Uebrigen wurde die Form des 
natürlichen Knochens möglichst treu nachgezeichnet. Al Belu tung 
nahm man 30 kg an und setzte voraus, da diese ich gleichförmig 
über eine gewisse Strecke des oberen Balkenstückes verteile. 
Fig. 48. „ Der Gang, welcher bei der Con-
struction der Zng- und Druck-
kurven eingeschlagen wurde war 
genau derselbe, wie bei der Unter-
suchung <le:.i Blechkran· ('fäfel 4) 
nur mit dem utcr cbied, da ' hier 
da eigene Gewicht de Balkens ver-
nachlässigt und blo die obgenannte 
La t in Berück ichtigung gezogen 
wurde. Das Ergebnis die er Arbeit 
wird durch die Figur 48 dargestellt. 
Von den Zug- und Druckkurven sind 
je 10 eingezogen worden. Man siebt 
da s ihr Verlauf mit demjenigen der 
Knocbenfa ern in der Figur 4 7 in 
überra chenderWeise übereinstimmt. 
Im oberen Teil des Balkens entsteht ein zellenförmiges, die Fläche au ~­
füllendes Gewebe; im unteren dagegen bilden sich zwei durch einen 
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leeren Raum getrennte Streifen, in welchen sich die Kurven dicht 
aneinander herandrängen. 
So vortrefflich nun aber Construction und Wirklichkeit mit-
einander übereinstimmen, so sehr man geneigt wäre, diese Ueberein-
stimmung als eine sichere Bestätigung der der Construction zn 
Grunde liegenden Voraussetzungen anzusehen , so lassen sich doch 
gegen die Richtigkeit der Annahme, dass der Hüftknochen ein kran-
artig tragender Balken sei, gewichtige Bedenken erheben. 
Zunächst müsste es, wenn es sich bestätigte, auffallend er-
scheinen, dass die Natur für Zug- und Druckwirkungen die nämliche 
Substanz verwendet, während wir sonst für verschiedene Zwecke 
auch verschiedene Mittel in Verwendung finden. 
Sodann muss aber namentlich betont werden, dass der Ober-
schenkel nicht einfach durch das Gewicht des über ihm befindlichen 
Körpers statisch beeinflusst wird, sondern dass sich an ihm verschie-
dene Sehnen und Bänder anheften deren Wirkung durchaus nicht zu 
vernachlässigen ist, sondern vielleicht diejenige des Körpergewichtes 
an Stärke noch übertdfft. Diese Sehnen und Bänder greifen jedoch 
an so zahlreichen Stellen der Knochenoberßäche und in so verschie-
dener Richtung an, dass man die Aufgabe als eine räumliche an-
zusehen bat; es dürfte rJ ,, l,or schwierig werden, sämtliche Einflüsse 
in Rechnung zu ziehen, gunz abgesehen davon, dass die vorhandenen 
Kräfte beim Liegen und Sitzen Stehen und Gehen beständigem 
·w echsel unterworfen sind. 
So viel wir wissen, hat Professor Zschokke an der Zürcher 
'rierarzneiscbule zuerst die Ansicht ausgesprochen, dass im Inneren 
des Knochens keinerlei Zugwirkungen vorkommen, sondern dass die 
Knochensubstanz überall nur Druckspannungen auszuhalten habe. 
Damit fiele selbstverständlich die Zulässigkeit unserer oben be-
schriebenen graphischen Bestimmung der Zug- und Druckkurven 
gänzlich dahin. Von Zugkurven könnte überhaupt nicht mehr die 
Rede sein, und es hätte den Anschein, als ob der so :interessante 
Zusammenhang zwischen der Verteilung der Knochensubstanz und 
deren statischer Wirkung völlig verloren ginge. 
Wenn nun auch eine aufmerksame Prüfung des Sachverhaltes 
zwar noch nicht zu einer unzweifelhaften Bestätigung der Zschokke-
schen Behauptung führt, so erscheint diese doch immerhin als 
wahrscheinlich. Zunächst erkennt mau bald, dass mehrere, in 
charakteristischer Weise beanspruchte Knochen (so namentlich die 
9* 
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Schenkelknochen, die Fussknochen u. a.) von aus en grö tenteils. 
pressende Kräfte aufnehmen, ·o dass man mit icherheit annehm n 
kann, dass in ihrem Inneren die Druckspannungen bei wiiitem über-
wiegen. Soda.nn muss e~ auffallen, dass die meisten durch ehnen 
oder Bänder ausgeübten äns'eren Kräfte tangential zur Knochen-
oberfläche wirken, untl dass da. wo ein Muskel sich meln- oder weni •1er 
normal an etzt, stets eine kleine Vertiefung oder Au:höhlnng 
vorbanden ist, deren Grund frei bleibt, während die eitenwa.rnl die 
Spannung in tran ' ver alem Sinne aufnimmt. , o lange nun die 
Oberflächenkräfte nnr normal pre . end. oder tangential auftreten 
ist das au schlies liebe orkommen von iuneren Druck pannungen 
immerhin denkbar. Der Spannungszu. tantl im Inneren der Knoch u 
gehört dann (im Sinne der rn. -10) zu denj nigen, bei welchen 
der Ord.nungskegel des Spannung. ellip oi<les imaginär i t und iimt-
liche Spannungen gleiches Zeichen besitzen. 
Damit braucht jedoch die Bedeutung uer Knochenfa ern in <ler 
'pongiosa als Spannnng ·trajectorien <lurcban nicht 'erloren zu 
geh~n. Es wiire auch gar zu merkwürdig, wenn diese Fa ern gnn'l. 
den Gesetzen der Trnjectorien folgten, ohno mit 1\iesen irgend ein n 
inneren Zusammenhang zn be. itzen. Das Wahr$Cheinlicl1'te i. t viel-
mehr, dass die Spongiosa wirkliche 'pannung'kurven dar tellt; nur 
sind diese, entgegen ucr früheren Ansicht, keine Zurr- und Druck-
kurven, sondern au chlie:::slicb Drnckknrven. 
Ob tlS je gelingen wird, diese Kurven auf Grnfüllage ~egebener 
äusserer Kräfte zn berechnen o<ler zu zeichnen, lft. t ich .:eh wer 
sagen. Die Aufgabe i t zweifellos eine sehr chwierige und ver-
wickelte unu mit unseren heutigen Kenntnis·en unu Hiilf mittPln 
kaum durchführbar, elb t wenn un uie wirkenden Kräfte ihrer 
Grösse nach bekannt wären. 
Nur voriibergehenu sei noch die Frage ge· treift, wie dio be-
prochene Erscheinung erklärt werden könnte. oll man die eigen-
tümliche Anonlunng der Knochenma -e al ein zufällige Gebil<l 
ansehen, das sich im Kampf ums Dasein al da zweckmä ig te 
erhalten hat unu sich nun von Geschlecht zu e chlecbt vererbt? 
Oder entstehen die Km·\·en in jedem Individuum immer wieder a.uf' 
neue unter der Wirkuna bestimmter ll.nsserer Belastungen 't Im 
letzteren Falle müsste i:nan sodann noch den Gründen nachforscbenr 
we -halb die Knochensubstanz sich gerade in d.en Linien stärk ter 
Pressung ablagert. Diese Fragen zu beantworten, kann zwar nicht 
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Aufgabe der graphischen Statik sein; doch können wir nicht umhin 
zu bemerken , dass die frühzeitig, sogar schon vor der Geburt be-
ginnende Ausbildung der Spongiosa nicht notwendig gegen die 
zweite Annahme spricht. Denn wie schon oben bemerkt wnrde, 
wird der menschliche Oberschenkelkoochen nicht erst beim Stehen 
und Gehen von ämiseren Kräften iu Anspruch genommen, sondern 
sobald die Muskeln und Gelenkbänder in Thätigkeit treten, und 
bekanntlich geschieht dieses schon im embryonalen Zustande. Man 
wird überhaupt annehmen müssen, das auch im Zu;;tande der Ruhe 
gewisse Kräfte vorhanden . ind, die sich gegenseitig dn.s Gleich-
gewicht halten; dabei bilden die Knochen die Druck-, die Muskeln 
und Bänder die Zugorgane. Bei körperl icl10r Anstrengung treten 
beide Teile in stärkere Wirkung. Bewegung dagegen entsteht, wenn 
das Gleichgewicht irgendwo gestört wird. 
Das Thema i't jeJenfalls intere saut genug, um statisch ge-
bilJete Anatomen zu eingehenderem Studium anzuspornen. -
Unwillkürlich drängt sieb Einern schliesslich noch die Frage 
auf, ob die Spannungsknr\'en nicht auch an anderen Orten in der 
Natur sichtbar auftreten. In so auffa11ender, schöner Weise wie in 
den Knochen sind ie bis jetzt nirgends aufgefunden worden. Da-
gegen zeigen sie sich, freilich aus weit einfacher zu erklärenden 
Gründen, bei den · G l et s c b er n (vgl. A. Heims Handbuch der 
Gletscherkunde), häufig auch bei der Bewegung von Erdmassen. 
Da wo im Inneren des Glet chers Zugspannungen entstehen, 
wirJ die Zugfestigkeit des Eh;es bald überschritten· es entsteht ein 
Riss, dessen Fläche anf der Ricl1tung des grössten Zuges senkrecht 
steht; die Gletscherspalten folgen omit der Hichtung des grössten 
Drnckes. Am dentlicbsten treten in die e1· Hinsicht die Qnerspalten 
oberhalb der Gletscherstürze und die Handspalten auf; letztere bilden 
mit der seitlichen Grenze des Gletschers Winkel von annähernd 
45 Grad, wie es sein muss, wenn bloss transver~ale Oberflächen-
kräfte thütig sind. Andrerseits bilden sich im Jfüe unter dem Ein-
:ftnsse grös:3erer innerer Druckspannungen die sogenannten blauen 
Blätter aus; diese stehen auf der Richtung des grössten Drucke 
normal, laufen somit in der Hichtung der Zugkurven. 
Selbstverständlich liegen die Verhältnisse an den Gletschern 
nicht so klar, weil diese sich in beständiger Bewegung befinden und 
die Richtungen der entstandenen Spalten und blauen Bänder sich 
allmälig ändern. Wollte man den Zusammenhang dieser Er-
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scheinungen mit den inneren Kräften genauer studiren , so müsste 
man sie stets bei ihrem ersten Entstehen ins Ange fassen. 
Die Richtung der Spalten uncl der blauen Schichten auf mathe-
matischem Wege aus den Kräften abzuleiten, dürfte zur Zeit schwer-
lich gelingen; denn abgesehen davon, dass die Construction der 
Hauptaxen des Spannungsellipsoides (vgl. Nr. 9) eine höchst um-
stl"i.ndliche Arbeit ist, wissen wir auch über die Grösse der Reibungs-
kräfte, welche bei der Gletscherbewegung sowohl am Grunde als 
auch im Innern des Eises auftreten, viel zu wenig, um mit einiger 
Hoffnung auf Gelingen die Aufgabe in Ang-ritl' nehmen zu können. 
Zu einigen Bemerkungen über das Auftreten der Spannungs-
kurven in bewegten E r dm a s s e n wird der <lri tte 'reil dieses 
Werkes Gelegenheit bieten. 
29. Spannungen, welche llie Elasticität~grcnze 
überschreiten. 
('l'afel 2.) 
In allen bisherigen Betrachtungen über das Gleichgewicht 
zwischen änsseren und inneren Kräften ist vorausgesetzt worden, 
class die elastischen Formänderungen der Körperelemente den auf 
sie einwirkenden Spannungen proportional seien. Wie schon in 
cler ~nmmer 1 bemerkt worden ist, behält diese Gesetz nur bis 
zu einer gewissen Grenze seine Gültigkeit; steigt die Spannung 
über diese Grenze bin:i.us, so wächst die Formiinderung rascher als 
nach dem Gesetz der Proportionalität zu erwarten wäre. 
Schon seit längerer Zeit ist es in der Bautechnik üblich ge-
worden, die Formänderung der Materialien bei Beanspruchungen, 
welche über die Elasticitii.tsgrenze hinausgeben, durch Zeichnung 
eines Diagrammes darzustellen, dessen Absci sen den elastischen 
Ausdehnungen uncl dessen Ordinaten den spannentlen Kräften ent-
sprechen. So lange beide Werte einander proportional bleiben, 
steigt die Kurve (siehe Figur 49) geradlinig in die Höbe; bei der 
Elasticitätsgrenze angekommen biegt sie sich ab, wird allmiilig 
Jla.cber, verläuft gewöhnlich noch eine Strecke weit beinahe hori-
zontal und bricht da~n plötzlich da ab, wo die Beanspruchung die 
Festigkeit überwindet und der Bruch des Versuchsstabes eintritt. 
Streng genommen sollte die Kurve ohne Unterbrechung wieder fällen 
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und zur Abscisse zurückkehren; doch kann der absteigende Zweig 
bei den gewöhnlichen Methoden des Experimentirens nicht immer 
bestimmt werden ; auch ist er bei den meisten in Frage kommenden 
::\laterialien sehr steil und fällt daher nicht stark in Betracht. 
Fig. 49. 
gramm für Druck, wie 
rsteren ve1fauft. 
Zu 
' 
' 1 
' 
Bei der Schwierigkeit, mit 
welcher die Messung der 
elastischen Verkürzung bei 
Druckversuchen verknüpft 
ist, hat man sich bis dahin 
fast nur mit dem Diagramm 
für Zugbeanspruchungen be-
fasst; es lässt sich jedoch 
annehmen , dass das Dia-
die Figur 49 es zeigt, annähernd gleich dem 
Unter dieser Voraus etzung soll nun an einem Schienenprofil 
gezeigt werden, wie in einem gegebenen Falle Jer Zusammenhang 
zwischen den inneren Spannungen und dem Momente der ii.nsseren 
Kraft graphisch bestimmt werden kann. Da es unmöglich ist, die 
Spannungen direct anzugeben, die einem gegebenen Momente ent-
sprechen, so muss der umgekehrte Weg einge cblagen werden; mit 
anderen Worten, es muss da Querscbnittsprofil mit dem Diagramm 
in eine bestimmte Beziehung gebrncht und .hierauf das Moment 
ermittelt werden, das der hetreft'endeu Spannungsverteilung ent-
pricht. Wir setzen dabei wie in der Nummer 13 voraus, dass ein 
Querschnitt, der vor der Biegung eben ist, e auch nach derselben 
bleibt, mit anderen Worten, class die VerHingernngen und Ver-
kürzungen der einzelnen Fa ern deren Entfernung von einer neutralen 
A xe proportional sind. 
Dia betreffenden Con tructionen sind a.uf der Tafel 2 in den 
Figuren 6-11 ausgeführt worden. Das Diagramm ist dort (Fig. 11) 
um 00 ° gedreht worJen, so das die pannungen durch die Abs-
cissen, die elastischen Verlängerungen und Verkürzungen durch die 
Ordinaten dargestellt sind. Erstere sind, auf den Quadratcentimeter 
bezogen, im l\fa.ssstabe 1 t = 1 cm aufgetragen; letztere entsprechen 
einem Stabe von der Länge l = 30 m. Sämtliche Längen, sowie das 
Schienenprofil sind jedoch in halber natürlicher Grösse aufgetragen. 
Der Qnerschnitt ist zunächst so gelegt worden , dass sein 
Schwerpunkt mit dem Nullpunkt des Diagramms zusammenfällt.· 
• 
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Sodann wurde er in üblicher Weise in 20 horizontale Streifen ge-
teilt; die Inhalte dieser letzteren wurden auf die Basis (' = 2,6 cm 
reducirt und die Resultate der Verwandlung (jeweilen der vierte 
Teil der Streifenlänge) als verticales Kräftepolygon (Fig. 10) mit 
dem Pol 01 aufgetragen. Die Poldistanz Z, wunle gleich 7 ,69 c111 
genommen, so dass das Produkt ci b sich gleich 20 cm~ ergab. Durch 
die Schwerpunkte der Lamellen wurden hierauf horizontale Linien 
gezogen und deren Schnittpunkte mit dem Diagramm al. Angrift' ·-
pnnkte für die Krii.fte L1 r der Figur 10 gewählt. Das ent ·prechende 
Seilpolygon (Figur 11 oben) enthält somit in seinen verticalen Ab-
schnitten die Produkte LI r. <5, und zwar i t, wenn diese Ab chuitte 
mit .:1 s bezeichnet werden, L1 r. <5 = b . LI s und hiernach, da L1 F 
= 1t • LI r ist, LI F. <5 = ci . b . d • 
Wirkt auf den Querschnitt, wie vorausgesetzt worden, nur ein 
Biegungsmoment und keine Normalkraft, so muss die Summe aller 
.d;; gleich null sein; ist letzterefl nicht der Fall, so lmt man da · 
Diagramm (oder auch das Profil) durch Probiren so weit in verticalor 
Richtung zu vorschieben, bi ' diese Bedingung erfüllt wird. In 
unserer Construction war jedoch diese AenJcrung unnötig . 
.Nun wuruen die L1s wieder als Kräfte, die in den Schwer-
punkten der Lamellen in horizontaler H.ichtung wirken, angesehen 
und mit Hülfe de Poles O~ zusammengesetzt. Die Seiten des sic11 
ergebenden Seilpolygons (Figur 9) stehen auf uen Strahlen aus 02 
senkrecht und schneiden auf der :r-Axe die ·werte LIµ = ::!_!_:)/_ ab, 
c 
worin !J die Entfernung einer LamPlle von der .x-Axe bedeutet. 
Nennt man den Gesamtabschnitt µ, so ist uo. slati ehe Moment 
der inneren Kräfte 
J[ = ;;g d F. <5 • !! = 2.' ri • b . LI s . !J = ri . b . c . µ. 
Dabei muss µ im Massstab der <f abgegriffen werden. Da a b = 
20 cm~, c = 8 c111, µ = 3,~8 so ergibt sich für den auf der Tafel 
dargestellten Fall 
. Jl = ;,25 cmt. 
Da das Widerstandsmoment <les Schienenprofils (vergleiche tlie 
Figuren 1-4 der Tafol 2) 1;;4 cm3 betragt, so würde die Span-
nung, wenn sie proportional y zunähme, in der äu er ten Faser 
525 den Wert 154 = 3,41 t erreichen, während sie sieb jetzt nnr 
.gleich 3,0 t ergibt. (Du.s Moment von 525 cmt entspricht dem 
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grössten Biegungsmomente, welches sieb einstellt, wenn man die 
Schiene. auf 1 m frei legt und in der :Mitte mit 21 t belastet.) 
Will man die Beanspruchung des Querschnittes für verschiedene 
Werte von 1lf kennen, so hat man das Diagramm für verschiedene 
Stablängen l zu zeichnen und die Construction zu wiederholen; das 
Diagramm wird hierbei einfach vertical verzerrt. Genauere Resultate 
erzielt man jedoch, wenn man das Diagramm unYerändert lässt und 
dagegen das Querschnittsprofil vertical verzent, <las heisst die Ab-
stände der Horizontalen durch die Lamellen-Schwerpunkte von der 
x-Axe in irgend einem festen Verhältnis vergrössert oder verkleinert 
und damit anf dem Diagramm die neuen Angriffspunkte der LJ r 
bestimmt; die d s lässt man jedoch stets in denselben Horizontalen 
wirken. Man erhält anf diesem Wege eine Reihe von zusammen-
gehörendenµ und 6, wobei stets da Produkt rt b c fL das Iliegungs-
moment darstellt, und kann diese beiden Werte als Abscissen und 
Ordinaten auftragen. 
Es ist dies für drei weitere Fälle geschehen ; doch sind die 
betreffenden Constructionslinien wieder ausgelöscht und bloss die 
fl und 6 in der Figur 7 zu einer Kurre zu :unmengetragen worden. 
Die e fü1rve steigt, so lange nm Spannungen innerhalb der Elasti-
citiitsgrenze in Betracht kommen, geradlinig au; dann hiegt sie sich 
leicht ab. Setzt man Yoraus, dass eine pannung von 3,6 t den 
Bruch des Eisens herbeiführe, o entspri.i~he diesem Werte ein 
Biegungsmoment von ab . c . µ = 20 . 8 . 4,22 = 675 cmt. Die 
Spannung, welche sich ergibt, wenn man die gewöhnlicl1e Biegungs-
11/ 675 ~ forme! anwendet, beträgt dagegen 6 = ab t = 154 = 4,31 t, 
also 21 1/ 2 % mehr. :Man erkennt hieraus, dass die aus Biegungs-
Yersuchen ermittelten Pestigkeit coefficienten mit den aus Zng-
Yersuchen abgeleiteten nicht wohl übereinstimmen können. 
In unserer Construction sind die .d r zuerst mit den 6 und erst 
dann mit den y mnltiplicirt worden. Handelt es sich bloss um die 
Bestimmung der :Momente für verschiedene Spannungen in der 
äusscrsten Kante, so ist es prakti eher, die L1 r zuerst mit den .'/ 
nnd dann mit den 6 7.U mnltipliciren, weil in diesem Falle das 
erste Seilpolygon nur einmal zu zeichnen ist. Der von uns einge-
schlagene Weg wird jedoch notwendig wenn man, wie es von vorn-
herein unsere Absicht war, auch die im Querschnitt herrschenden 
Transversalkräfte bestimmen will. 
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Wir nehmen an, der Querschnitt werde von einer in der y-Axe 
liegenden Kraft Q beansprucht, so dass das Biegungsmoment, wenn 
man von diesem Querschnitt zu einem um dx entfernten übergeht, 
um 
J)f = Q.LJX 
zunimmt. Dem entsprechend werden sieb auch die .Normalspan-
nungen von einem Schnitt zum andern vergrössern; die Zunahme 
Fig. 50. von 6 betrage für ein beliebiges Flächen-
element, dessen Ordinate gleich y ist, J 6. 
Wie bereits oben bemerkt wurde, entspricht 
einer Aenderung des Momentes eine verticale 
Verzerrung des Diagramms. Rückt man nun 
(Fig. 50) jeden Punkt die er Kurve um eine 
kleine Strecke, die der Ordinate desselben 
proportional ist, gegen die horizontale Axe, 
uncl bezeichnet man diese Strecke mit o. y, 
wobei o ein sehr kleiner, aber constanter 
Factor ist, so wird hierbei jedes 6 um die 
Strecke 
-1 6 = o . y . ctg a 
vergrössert. Wir erhalten somit tlie Gleichung 
J JI = ~ ,d F. L16. !J ~ ö ::Ed F. y2 • ctg a = o a 2 -1 r. fl. ctg «. 
Legt man nun (Taf. 2 n) in den frühern Angriff:;pnnkten der J „ 
Tangenten an tlas Diagramm und lä t die J r in denjenigen Punkten, 
in welchen diese Tangenten die x-Axe schneiden, wiederum al verti-
cale Kräfte wirken, so Prhä.lt man das unt r eilpo)ygon der Fi-
gur 11, dessen Absclrnitte auf der y-Axe 
, d 1· ( 6 - 1; • ctr; a) J 1-. 11 • et!) a 
.!l s = . . = L1 s - ----'·-' --=---b b 
sind. Construirt man dann noch mit Hülfe des Poles o: ein viertes 
Polygon (Figur 8), in welchem die -1 s' als horizontale Kräfte wirken, 
so erhält man als Abschnitt zwischen der ersten und letzten Seite 
die , trecke 
, = 2 .d s' ·V = 2 Ll ~. !J _ 2: J „. '!/. rtg a µ c c b.r 
1 -.;:- ~ 
= µ - -1 - ~ .d r . y· . cty a. ~. c 
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Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem oben für d „lJ aufgestellten, 
so bekommt man 
dlV = Q.dx = ö.a.b.c(µ-µ 1). 
Legt man nun dnrch die Balkenscheibe von der Dicke dx einen 
horizontalen Schnitt, beispielsweise an der Grenze zwischen der 
dritten und vierten Lamelle, so wirkt in dieser Schnittfläche eine 
horizontale Schubkraft T, die gleich der Differenz der Normalspan-
nungen ist, welche oberhalb der Schnittlinie (also in den Lamellen 
1 bis 3) auf beiden Seiten der Scheibe angreifen; es folgt daher 
s 3 
T = ~ d F. LI <f = ö . et ~ LI 1-. !J • ctg a 
1 1 
oder, wenn man den oben für LI s' gefundenen Ausdruck berück-
sichtigt, 
3 
'J' = Ö. lt. O ~· (.ds - L1s1). 
1 
Setzt man endlich noch, indem man die Schubkraft T über die 
genannte Schnittfläche gleichförmig verteilt und die Breite des 
I rofils an der betreffenden Stelle wie früher mit z bezeichnet, 
T = -r.z.Llx, . 
so folgt .,; = _ _'!__ und unter Benützung obiger Beziehung für d JI 
Z. _}X 
s 
Q )!; (.d s - LI ') 
1 
-r=------
z. c (µ-µ') 
Dieser Aus<lruck für die im horizontalen Schnitt wirkende Schub-
spannung gilt uekanntlich auch zugleich für <lie im Querschnitt in 
verticaler Richtung herrschende Spannung. 
Der Ausdruck für -r lii.s t sich nun leicht construiren. Da dieµ, 
wie die 6, Kriifte pro Flächeneinheit darstellen, so ist ( Q ') 
c µ-µ 
eine Länge; sie ergibt sich, wenn man Q = 10,5 t (der Hälfte 
01 ) . t l0,5 O ,...gw E . t l 1 von .... t anmmm, m= S.l,65 = ,1 ocm. s is ca1er 
0 795 s , 
't = -- ~ (d s - d s ) . 
z 1 
Subtrahirt man die ~ -1 s und ~ .d s' für jede Lamellengrenze 
mit dem Zirkel voneinander und trägt (Figur 6) die Differenzen von 
der verticalen Axe aus nach rechts auf, so ergeben deren End-
• 
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punkte die Knrve der -r z . Bildet man sodann für jede Lamellen-
m 
grenze ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten m und z und 
zieht :m den Hypotenusen dieser Dreiecke Parallelen durch obige 
Endpunkte, so werden auf der Verticalen die -r selbst abgeschnitten. 
Durch Drehung derselben um 90 ° gelangt man zu der Kurve der 1'. 
Analog den in uer Figur 1 ausgeführten Constructionen wurden 
schliesslich noch die /5 von der V ertica.len aus aufgetragen und aus 
deren Halbirungspunkten mit den Radien l' 1/ 4 6~ + -r2 Halbkreise 
gezogen; da.raus ergaben sich die Kur·ven der grössten Zug- und 
Druckspannungen (6m:u und l5min) für schiefe Schnitte. 
Des Vergleiches wegen haben wir auch noch die Maximal-
spannungen bestimmt, welche sich ergeben, wenn man für das 
Biegnngsmoment von 525 t•mt die üblichen Fe'tigkeitsformelu an-
wcnuet, das heisst voraussetzt, dass die Spannungen noch inner-
halb der Elasticitl1tsgrenze liegen. Die betreffenden Kurven sind 
in der Figur 6 gestricht ausgezogen und weichen von uen ersteren 
stellenweise nicht unwesentlich a.b. -
Wir sind bei der vorstehenden Construction Yon der Annahme 
ausgegangen, dass die Ausdehnung des Materials der Entfernung 
von einer neutralen Axe proportional sei. Ob diese Annahme bei 
Ueberschreitung der Elasticitätsgrenze noch zuverlässige Resultate 
liefert, kann nur durch das Experiment ent'chieden werden und 
mag einstweilen bezweifelt werden; doch steht uns, wenn man die 
vorliegende Aufgabe überhaupt in Angriff nehmen will, kein anderer 
Weg zu ihrer Behandlung offen. Wird die obgenannte · oraus-
setzung als zulässig angesehen, so gestattet das graphische Ver-
fahren, wie diese Nummer zeigt, eine verliältni mä sig leichte und 
einfache Beantwortung der einschlägigen Fragen und dürfte dP.r 
Rechnung bei weitem vorzuziehen sein. Das hier erläuterte Ver-
fahren gewinnt aber namentlich dann an 'Vert, wenn es sich um 
Fragen cler Biegungsfestigkeit für ein Material (wie zum Beispiel 
Gusseisen) handelt, dessen Spannungsdiagramm auch unterhalb der 
Elasticitätsgrenze, das heisst in seiner ganzen Au dehnung krumm-
linig verläuft. 
• 
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Viertes Kapitel. 
Elastische Formänderungen. 
30. Die Elasticität coefficienten. 
Schon in der Nummer 1 ist erklärt worden, dass wir unter 
Elastici tät fester Körper. deren Eigenschaft verstehen, _unter dem 
Einflusse äusserer Kri.i.fte Formänllerungen anwnehmen, welche nach 
Entfernung der KrtLfte gam; oder teilweise wieder verschwinden. 
So lange hierbei die inneren Spannungen eine gewi ~se Grenze, die 
Elasticitätsgrenze, nicht überschreiten, sind die Formänderungen den 
wirkenden Krttften nnhezn propol'tionn.l. Der Zweck dieser Nummer 
besteht nun darin, <las VerMltni der inneren Kräfte zu den Aen-
derungen der Form eingehendor zu besprechen und Methoden zn 
entwickeln, welche uns gestatten, die Formänderungen ganzer Balken 
zeichnerisch zn bestimmen. 
Wie sich bei den inneren KrMten normale und transversale 
Spannungen unterscheiden lassen, so sprechen wir auch von No r -
mal- und T rau s v ers al - E l asti ci tä t. 
Unter dem Einfluss normaler Kräfte venrnndelt sich ein ur-
Fig. 51. sprünglich würfelförmiges Element (Fig. 51) in 
ein rechtwinkliges Parallelepiped, dessen Höhe 
,+..d 
•........ / ....... .... , grösser und Lles~en Breite kleiner ist als die Seite 
~ ~.------ -.-.. -.. ~--~ ~,.! des Würfels. Transversale Spannungen dagegen 
i ! führen den Würfel in ein schiefwinkliges Paral-
: . ·· lelepiped über, dessen Seiten (bei Vernach-
' : "-' t+J.. 
.. /\„ liissigung von unendlich kleinen Grössen zweiten 
_../ \ Grades) denjenigen des ursprünglichen Würfels 
... ~:.: .. :.:."/ ?Z:::.:.:; .;. gleich sind (Fig. 52). 
Das Verhältnis tler Spannung zur Form-
äntlernng wird nun durch Coef.ficienten ange-
geben, welche wie die Spannung selb t in Kräften pro Flächen-
einheit gemessen werden. Macht man die -Seite des Würfels (Fig. 51) 
gleich 1 
dehnung 
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und neunt die Strecke, um welche die verticale Aus-
zunimmt, .i\., so ist diese Strecke der Spannung <J 
proportional und das Verhältnis beider, nämlich 
Fig. 52. 6 
.v •. „ •••• i-v_ „.„„~ den Quotienten T nennt man den Coefficienten 
„ ., 
i : r : für Normalelasticität oder kurz den E 1 a s t i-
. ' T : : : , c i t ä t s m o du 1 (E). Ebenso wird bei einer Bean-
' ' : :: 4r. ! spruchung auf Schub (Fig. 52) die Verschiebung v 
• der einen Grundfläche gegenüber der anderen der 
.\. 7: 
I . 7: 
«.„„.„ „„„„.„ Spannung 7: proportional sein; das Yerhältn1s -
'V 
wird Coefficient der Transversalelasticität oder kurz Gleitmodul 
(G) genannt. In Worten ausgedrückt: Der Elast i c i t ü ts m o du 1 
(beziehungsweise Gleitmodul) ist gleich der spezi-
fischen Spannung dividirt durch die spezifische Ver-
längerung (beziehungsweise Verschiebung). Auch kann 
man sagen : Die V e rl ä n g e ru n g (bezieh u n g s weise Ver -
schiebung) verhält sich zur ganzen Länge wie die 
spezifische Spannung zum Elasticitritsmodnl (be-
ziehungsweise Gleitmodul). 
Die Grösse E kann verhältnismässig leicht durch Versuche 
bestimmt werden; sie ergibt sich für die üblichen Walzeisen- und 
Stahlsorten als ziemlich constant; bei den übrigen Baumaterialien 
dagegen ist sie je nach deren Natur schwankend. Die experimentelle 
Bestimmung des Gleitmoduls G jedoch bietet Schwierigkeiten, so 
dass man es bis jetzt vorgezogen hat, diese Grösse auf Umwegen 
oder auf Grund theoretischer Erwägungen zu ermitteln. Professor 
Clebsch schlägt in seiner Theorie der Elasticität hierzu folgenden 
Weg ein. 
Bezeichnet man (Fig. 51) die Abnahme der Breite, welche der 
Würfel unter dem Einfluss der Normalkraft <5 erfahren hat, mit µ. 
so beträgt der Rauminhalt des Elementes nach der Formänderung 
( 1 + .i\.) ( 1 - µ )2 oder, unter Vernachlässigung 1011 Produkten 
höherer Ordnung, 1 + .i\. - 2 µ. Da nun das Volumen des Ele-
mentes jedenfalls nicht kleiner, sondern eher grösser geworden ist. 
so muss .i\. - 2 µ positiv oder .i\. grösser als 2 µ sein. Der Wert J-4 
liegt also zwischen 0 und 1/ 2 .i\.. 
Den Vorgang bei der Formänderung des Würfels kann man 
sich sodann folgendermassen vorstellen. Teilt mau den Würfel 
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durch Ebenen parallel zu den beiden Diagonalebenen in kleine 
Stäbchen von quadratischem Querschnitt, so stehen die Seitenflächen 
Fig. 53. dieser Stäbchen unter dem Einfluss von Spannungen 6 a, 
wenn die Diagonale des Quadrates mit a bezeichnet wird 
(Fig. 53). Zerlegt man diese Spannung normal und 
parallel zur Seitenfläche, so ist die auf eine Quadratseite 
treffende transversale Spannung gleich V 1/ 8 6 a oder, 
auf die Flächeneinheit bezogen, r = 1/ 2 6. Unter der 
Wirkung dieser Spannung geht das Quadrat in ein Pa-
rallelogramm über; aus den rechten Winkeln werden 
schiefe Winkel, und zwar ändert sich der rechte 
Winkel (wie in der Figur 52) der Spannung r entsprechend um 
r = ~ = 2 
6G ; dabei dreht sich die einzelne Quadratseite um den 
Winkel 1/~ r. Setzt mau nun aus den deformirten Quadraten wieder 
die Gesamtfigur zusammen, so erhält man das gestrichte Rechteck 
der Figur 51, dessen Diagonalen sich ebenfalls um 1/ 2 r gedreht 
haben. Nun ist aber in dieser Figur 
( 1 ) 1 + 
1
/ 2 'V 1 + i\. tang 45 + / 2 r = 1 1  = 1 
- 2"' - µ 
Ulld hiernach, wenn man Produkte der unendlich kleinen Grössen 
streicht, 
'V= i\. + µ. 
Führt man den obigen Wert von r ein, so ergibt sich 
6 
G = 2 (il + µ)' 
oder, da 6 auch gleich A. E ist 
A 
G = 2(il + µ) E. 
Es ist oben gezeigt worden, dass µ zwischen 0 und 1/ 2 i\. liegt; 
daraus folgt, dass G zwischen 1/ 2 E llJld 1/ 8 E liegen muss. 
Das Verhältnis der Längsausdehnung i\. zur Quercontraction µ 
wird in den Lehrbüchern über Elasticitätstheorie vielfach mit E 
bezeichnet; alsdann wird 
li 
G = 2 (1 + E) E. 
E ist für verschiedene feste Körper experimentell bestimmt worden 
und hat sich dabei meist als zwischen 3 und 4 liegend heraus-
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gestellt. Hiernach würde für die nns hauptsächlich interessirenden 
Körper G zwischen 8/ 8 E und 2/~ E liegen. Wenn keine bestimmteren 
Anhaltspunkte vorliegen, o werden wir den letzteren Wert benützen. 
Was die Zahlenwerte von E und G betrifft, o muss noch 
bemerkt werden, dass diese Module nur für isotrope Körper als 
constant angenommen werden dürfen, dass sie sich dagegen für ver-
schiedene Schnittrichtungen ändern, sobald der Körper faserige oder 
schieferige Structur besitzt. Glücklicherweise brauchen wir die 
beiden Werte in unseren späteren Anwendnngen in der Regel nur 
für eine bestimmte, hinsichtlich der Structur des Materials sich 
gleich bleibende Richtung, so dass diese Unterschiede für un wenig 
praktischen Wert haben. Vielfach dürfen wir auch von der Gleit-
Elasticität absehen (das heisst G = oo annehmen) und nn auf 
die ans der Normal- Elastici tät entspringenden Formänderungen 
beschri~nken. 
31. Form~nderung eines Balkenelemente 
unter dem Einflu , einer Xormalkraft P. 
Bei den meisten Aufgaben, die sich in der Statik der Bau-
constrnctionen darbieteu, genügt es, sich sowohl bei der Bestimmung 
tler inneren Spannungen als auch bei der Unter~uchung der Elasti-
citü.tsverhültnisse auf balkenförmige Körper, das heisst auf solche 
Körper zu beschränken, die eine ausgesprochene Längsausdehnung 
besitzen und deren Querschnitte sich nicht wesentlich ändern. 
Wir betrachten nun wie in der Nummer 12 ein Balkenelement, 
das dnrch zwei benachbarte Querschnitte begrenzt wird, und fragen 
uns, in welcher Weise sich dessen Gestalt unter der Wirkung 
ünsserer Kräfte verändert. Wie in der genannten Nummer gezeigt 
worden ist, können die äusseren Kräfte stets in zwei Kräfte P 
uncl Q übergeführt werden, von denen die eine zum Querschnitt 
normal steht, während die andere in der Ebene de Querschnittes 
liegt. (Siehe Fig. 17, S. 49.) 
Laut unseren an jener Stelle gemachten Annahmen bewirkt 
nun die Kraft P, dass sich der eine Querschnitt gegenüber dem 
anderen um eine in der Schnittebene liegende A.xe dreht, welche 
hinsichtlich der Centralellipse zum Angriffspunkte A cler Kraft anti-
polar liegt. Ferner fand sich (S. 54) die Spannung im chwer-
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punkte S de::i Quersc:mittes <5, = r,. Nennt man nun die Länge 
des Elementes L1 s, so verlängert, beziehungsweise verkürzt sich 
somit die Schwerpunktsfaser nach dem Satz auf der Seite 142 um 
tlie Strecke ~:. ~s. Bezeichnet man ferner, wie es in der Figur 18 
(Seite 52) geschehen ist, den in der Richtung AS gemessenen Ab-
stand der neutralen Axe mit n, so ist der Winkel , um welchen 
sich die Linie A S dreht, gleich der durch n di vidirten Ver-
längerung der 8chwerpunktsfäser, oder 
J> P.LJS . 
Li u = ' F.E.n 
da aber p. 11 = i 2 ist (vgl. S. 55), so folgt 
p p L/S J.l[ .L}S 
LlO = F ·2· E = 
.i. J.E 
Um den Winkel zu finden, um welchen sich der ganze Querschnitt 
dreht, hat man LI o durch sin w zu dividiren, wobei w den Winkel 
zwischen .AS und der neutralen Axe bedeutet; der Drehungswinkel 
des Querschnittes wird daher erhalten, wenn man im obigen Aus-
druck für LI o die Längen p und i nicht parallel zu AS, sondern 
senkrecht zur neutralen Axe misst. 
Obige Formel gilt für beliebige Angriffspunkte der Kraft P. 
Fällt letzterer speziell mit dem Schwerpunkte zusammen, so rückt 
die neutrale Axe ins Unendliche und der Winkel LI o wird {da in 
diesem Falle das Moment JJ,J verschwindet) gleich null; das heisst 
die Drehung des Querschnittes geht in eine Parallelverschiebung 
über. Die Grösse dieser Verschiebung findet sich dann einfach gleich 
<58 p. Li s 
E . Li s = J!'. E . 
Bezeichnet man den Krümmungshalbmesser der elastischen 
Linie (s. Nr. 35) mit Q, so ist Q. LJo = as, somit 
ilf.Q=J.E, 
das heisst, das Produkt aus dem Krümmungshalbmesser und dem 
Biegungsmomente ist dem Trägheitsmoment des Querschnittes pro-
portional; bei constantem Querschnitt ist der Krümmungsradius dem 
Biegungsmomente umgekehrt proportional. 
10 
- 146 
\ 
32. Formänderung unter dem Einfluss 
einer Querkraft Q. 
In ähnlicher Weise könnte man nun auch im Anschluss an die 
Betrachtungen der Nummer 14 die Forlnändernug bestimmen, welche 
ein Balkenelement durch eine Transversalkraft Q erfährt. 
Ausgehend von der Annahme, dass die Scherkraft eine Drehung 
um eine zum Querschnitt normale Axe bewirke, sind wir dort zu 
dem Ergebnisse gelangt, dass der Drehpunkt zur Kraft Q antipolar 
hinsichtlich des Kreises liege, den ein um die Centralcllipse gleitender 
rechter Winkel beschreibt und dass die Scherspannung im Schwer-
punkte -r. = ~ sei. Besitzt nun das Balkenelement wieder die 
Länge LI s, so wird die Schwerpunktsfaser eine QuerYerschiebung 
gleich ~;.Lid erfahren. Nun ist aber der Drehpunkt N (Fig. Hl 
auf der Seite 59) um die Strecke n = i; vom Schwerpunkt ent-
q 
fernt, wenn ip den Radius des obigen Kreises und q den Hebelarm 
von 9 bedeutet. Daraus ergibt sich der Drehungswinkel des Quer-
schnittes 
0 _ Q.LIS. _ Q.q.L/s J.lf1.L/& LI 1 - c;;--G . n - F '".! G = J G ' 
I' • • i„ . l' • 
ein Ausdruck, welcher von demjenigen für die Normalkraft nur 
darin abweicht, dass statt des Biegungsmomentes das Torsion -
moment, statt des gewöhnlichen Trägheitsmomentes das polare und 
statt des Elasticitätsmoduls der Gleitmodul auftritt. 
Es ist indessen schon in der Nummer 14 bemerkt worden da$S 
die Annahme, der Querschnitt drehe ich unter dem Einttu s vo11 (), 
ohne seine Gestalt zu ändern, im Allgemeinen nicht zuläs ·ig 
ist; nur bei kreisförmigem Qnerschnittsprofil gibt obige Formel 
brauchbare Resultate, ganz genaue sogar nur dann, wenn die 
Kraft Q zugleich unendlich klein und unendlich fern (ein Kräfte-
paar) ist. 
Gleichwie in den Nummern 15 und 1G verfährt man bei der 
vorstehenden Untersuchung besser, wenn man den drehenden Ein-
fluss der Kraft Q von dem schiebenden Einflusse trennt, mit andern 
Wort~n die Querkraft Q in ein Kräftepaar ;.l/1 und eine durch den 
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Schwerpunkt gehende Kraft überführt und die "Wirkungen beider 
Teile unabhängig voneinander ableitet. 
Den Drehungswinkel zu bestimmen, welcher sich unter dem 
Einfluss eines Torsionsmomentes einstellt, ist bis jetzt nur bei einigen 
einfachen Querschnittsfiguren (Kreis, Ellipse, Rechteck etc.) ge-
lungen; für complicirtere Figuren werden die diesbezüglichen, auf 
den elastischen Formänderungen unendlich kleiner Körperelemente 
beruhenden Rechnungen sehr schwierig oder unmöglich. Da diese 
Aufgaben bis jetzt noch keine graphische Lösung gefunden haben, 
und da 'l'orsionswirkungen für die Baustatik keine sehr grosse Be-
deutung haben, so treten wir auf dieses Therua nicht näher ein, 
sondern beschränken uns darauf, die Wirkung einer durch den 
Schwerpunkt gehenden Scherkraft zu untersuchen. 
Würde sich die Kraft Q gleichförmig über den Querschnitt 
verteilen , so ergäbe sich als elastische Formänderung einfach eine 
parallel zur Kraft gerichtete Verschiebung des Querschnitts um die 
Strecke ~.: ~s. Da jedoch, wie in der Nummer 15 gezeigt worden 
ist, diese Bedingung nicht zutrifft, so müssen wir die Verhältnisse 
sorgfältiger prüfen. 
Da die im Querschnitt auftretenden Scherspannungen -r ver-
schieden sind, so erfahren die einzelnen Teilchen des Balkenelementes 
auch verschiedenartige Formänderungen. Wenn man trotzdem von 
einer Bewegung oder Verschiebung des ganzen Querschnittes spricht, 
so kann man darunter nur eine durchschnittliche oder mitt-
1 er e Verschiebung verstehen. 
In uer Regel bestimmt man nun diese letztere dadur?h, dass 
man tlie mechanische Arbeit, welche die Kraft Q bei der Bewegung 
Yenichtet, (oder, wenn man will, ihr virtuelles Moment) der durch 
tlie inneren Spannungen geleisteten Arbeit gleich setzt. 
Bezeichnet man die gesuchte Verschiebung mit LJ q, den Inhalt 
eines Flächenelementes im Querschnitte mit LJ F und die zu Q 
parallele Componente der Transversalspannung mit 7:, so erfährt 
jedes Flächenelement eine Querverschiebung gleich!....:..: 8 ; die ent-
sprechende Formänderungsarbeit dieses Elementes wird daher (unter 
• -r . L1 s -r2 • L1 F. L1 s Weglassung des Factors 1/ 2 ) gleich -r • L1 F. -0 = G 
und es folgt nach obigem Gesetz die Gleichung 
10* 
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Q - .... 1'
2
• t1 F. tlS 
.tJq - .., G 
oder tlS „ F LlfJ = Q.G ~-r-.a . 
Nimmt man gleichförmige Verteilung der Kraft Q an, so wird -r 
constant und die Verschiebung gleich Q~ ~ · -r 2 • F oder, da in diesem 
Falle Q = -r • F ist, gleich 
Q.JS 
F.G. 
Das Verhältnis beider Werte wollen wir in der Folge mit ,, be-
zeichnen ; dann ergibt sieb 
Jt = ~ "A-r2 .-1F 
und Q. LIS 
t}(]_ =X. F.G. 
Der Co e ff i c i e n t" für die Querverschiebung ist, wie man leicht 
erkennt, nur von der Querscbnittsform abhängig und lä st ich für 
einfachere Figuren leicht berechnen. Er ergibt sich stets grösser 
als Eins und zwar beispielsweise für das Rechteck gleich 6fo , für 
Kreis und Ellipse gleich 10/ 9 • Für complicirtere Figuren kann man 
zu seiner Bestimmung folgenden graphischen Weg ein chlagen. 
Man teilt die Querschnittsfigur in horizontale Streifen ein, 
bestimmt mittelst zweier Seilpolygone das Trägheitsmoment und 
hierauf unter Annahme einer beliebigen Kraft Q die Kurven der 
-r b z und -r ab. (Vgl. Tafel 2, Fig. 1 - 4.) Hierauf verwandelt 
man die Flächenstreifen der -r b z auf eine Basis a', fügt die er-
haltenen Strecken als verticale Kräfte aneinander und zeichnet mit 
der Polweite H ein Seilpolygon, indem man die Kräfte in den 
entsprechenden Punkten der Kurve -r ab angreifen lä st. Dann 
schneiden die Seilpolygonseiten auf der verticalen Axe die Werte 
-r b z . t1 y -r a b a b2 • • 
a' · -S = a' H · -r2 · t1 F ab. Die Summe sämtlicher Ab-
schnitte, im Massstab der Kräfte abgegriffen, ist somit 
a b2 
K = a' H ~ -r2 • t1 F, 
und hieraus folgt mit Rücksicht auf obige Gleichung der gesuchte 
Coefficient a' F HK 
"=-~~ 
a b9 Q2 
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Macht man H gleich der Summe sämtlicher Kräfte, das heisst 
1 . -rbz.Lfy bQ 'd'fh g eich :2 = - , so wrr em ac er 
a' a' 
FK 
Jt = --· 
abQ 
Legt man überdies der Construction der Kurve -r b z nicht eine Kraft 
• Q zu Grunde, sondern trägt einfach die Werte :2 LI s oder s11_, als 
11 
Abscissen dieser Kurve auf, so ist dies (vgl. S. 101) gleichbedeutend 
mit der Annahme Q = cbt ; dann wird 
bFK bK 
Jt = - J = -„,-· 
• 1· 
Dieser Weg ist der bequemste und einfachste, wenn man die Scher-
spannungeu nicht zu kennen wünscht; K hat man jedoch jetzt nicht 
mehr als Kraft, sondern 
Fig. 54. 
als Linie abzugreifen. 
Eine leicht fassliche Vorstellung YOn 
der Grösse des Verschiebungscoefficien-
ten erlangt man ferner, wenn man 
die -r in irgend einem Massstabe se~k­
recht zum Querschnitt aufträgt; dann 
bestimmen ihre Endpunkte eine krnmrne 
Fläche, die mit der Grundebene das 
Volumen Veinschliesse. Ist S' (Fig.54) 
der Schwerpunkt dieses Körpers und s 
seine Entfernung vom Schwerpunkt S 
der Figur, so ist 
V.s = 1/ 2 :2-r2 .dF 
und hiernach, da zugleich V = Q ist, 
2Fs 
]{ = -v· 
Für ein Rechteck wird die Kurve der -r zu einer Parabel 
(vgl. S. 89), die krumme Fläche somit eine cylindrisch-parabolische; 
ist -rs die grösste aller Spannungen , so ist hiernach V= 2fs F 1's 
und s = 2/ 5 -r,; es ergibt sich somit, wie schon oben bemerkt wurde, 
J<. = G/5. 
Für . ein Doppel-T-Profil verläuft die Kurve der Schnbspan-
mrngen innerhalb des Steges nahezu geradlinig und fällt im Kopf 
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und Fuss rasch herunter; (vgl. die Textfigur 41, S. 95, und die 
Figuren 3-5 auf der Tafel 3). Nennt man den Flächeninhalt des 
Kopfes wie früher F1, denjenigen des Steges F2 und die Spannung 
im Schwerpunkte -r., so ist nahezu V= F2 -r, und die Strecke 
.~ = 1/
2 
r,. Obiger Coefficient ergibt sich Jemnach angenähert 
2Fs 2F. 1/ 2 r, F x=--= =-• V F2 • T 8 F2 
das heitist gleich dem Gesamtquerschnitt dividirt durch den Steg-
querschnitt; sein genauer Wert ist stets etwas kleiner und lässt 
sich zeichnerisch unschwierig bestimmen (vgl. Nr. 36). 
33. Vereinigte Wirkung -von P und Q. 
ln den beiden vorhergehenden Nummern haben wir die elasti-
schen Formänderungen eines Balkenelementes unter der Wirkung 
verschiedener äusserer Kräfte einzeln untersucht. Es ergab sieb, 
dass die Normalkraft P, wo sie auch liegen möge, eine Drehung 
des· einen Querschnittes gegenüber dem andern um die Antipolare 
des Angriffspunktes von P hinsichtlich der Centralellipse des Quer-
sclmittes bewirkt; der Drehungswinkel ist, wenn JI das Moment 
von P hinsichtlich der Schwerpunktsaxe und J das Trägheitsmoment 
der Figur bedeutet, L1 o = ~~: ~s. Die Kraft Q sodann haben 
wir in ein Kräftepaar "JJ, und eine parallele, gleich gros e, durch 
den Schwerpunkt gehende Kraft zerlegt; ersteres erzeugt eine Drehung 
des einen Querschnittes gegenüber dem anderen um eine auf dem 
Schnitte senkrecht stehende Axe. Die Lage dieser letzteren und der 
Drehtmgswinkel lassen sich im Allgemeinen nur für einfache Figuren 
genau angeben; bei doppelt symmetrischen Figuren geht die Axe 
natürlich durch den Schwerpunkt. Die nach dem Schwe!punkt ver-
legte Kraft Q endlich erzeugt eine Parallelverschiebung des einen 
. Q _JS Querschnittes gegenüber dem andern von der Grösse J q = x J? '. G-' 
worin x einen nur von der Qnerschnittsform abhängigen Factor 
bezeichnet. 
Angenommen nnn, es sei möglich, den Einfluss <les Torsions-
momentes auf ein Balkenelement zu bestimmen, so lässt s.icb dieser 
Einfluss stets mit der Wirkung der durch den Schwerpunkt 
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gehenden Kraft Q vereinigen, und zwar erfolgt hierbei als Gesamt-
bewegung eine Drehung um eine parallel verschobene, auf dem 
Schnitte senkrecht stehende Axe. Wahrscheinlich gibt es sogar 
eine, nur von der Qnerschnittsfigur abhängige Ellipse, hinsichtlich 
welcher <ler Drehpunkt und die Scherkraft antipolar liegen. Man 
könnte sie die Torsionsellipse nennen. Dann lässt sich sagen: Die 
Normalkraft dreht um ihre Antipolare hinsichtlich der Central-
ellipse und die Transversalkraft um ihren Antipol hinsichtlich der 
Torsionsellipse . 
. Die beiden Axen, um welche die Kräfte P und Q Drehungen 
bewirken, können sicn nnn schneiden oder auch nicht. Schneiden 
sie sich, so lassen sich die beiden Drehbewegungen in eine einzige 
vere1111gen. Man betrachtet zu diesem Behufe die beiden Drehnngs-
winkel als Kräfte, die in den beiuen Axen liegen, und bestimmt 
ihre Mittelkraft; die Lage dieser letzteren gibt dann die neue Dreh-
axe und ihre Grösse den Drehwinkel an. Schneiden sich dagegen 
die beiden Axen nicht, so kann die Bewegung des Querschnittes 
nicht als einfache Drehung dargestellt werden, sondern muss als 
' chraubenbewegung angesehen werden. 
Die bei<len Drehaxen schneiden sich, wenn die Kräfte P und Q 
beide durch den Schwerpunkt gehen, ferner wenn P den Querschnitt 
in einer Axe der Centralellipse trifft nnd Q mit dieser Axe zu-
sammenfällt, ebenso wenn P durch den unendlich fernen Punkt einer 
lfüipsenaxe gebt und Q zu dieser Axe parallel läuft; endlich wenn 
beide Kräfte unendlich fern sind. In allen diesen Fällen schneiden 
sich auch die beiden Kräfte. Ausserdem können sich die beiden 
Axeu schneiden, ohne dass die Krü.fto eine in die Augen springende 
spezielle Lage haben. 
Bemerkenswert ist, dass die Drehaxen sich nicht immer schnei-
den, wenn die beiden Kräfte es thun, wie man leicht versucht ist, 
zu vermuthen. Fällt zum Beispiel die Kraft Q mit einem Durch-
messer der Centrnlellipse (aber nicht mit einer Axe) zusammen, 
während P den Querschnitt im unendlich fernen Punkt dieses Durch-
messers trifft, so geht die Drehaxe von Q durch den unendlich 
fernen Punkt des senkrechten Durchmessers; die Drehaxe von P 
jedoch ist der conjugirte Durchmesser. Dieser Fall tritt ein, wenn 
ein horizontal gelagerter und vertical belasteter Balken eine schief 
stehende Centralellipse besitzt. (Vergleiche die Figur 33 auf der 
Seite 87.) Sollen die FormänJernngen eines solchen Balkens be-
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stimmt werden, so ist es wohl am einfachsten, die Drehung, welche 
P bewirkt, in eine Drehung mit verticaler und eine mit horizontaler 
Drehaxe zu zerlegen und letztere mit der von Q bewirkten Drehung 
zu vereinigen. -
In der Praxis kommt der Fall am häufigsten vor, dass Je r 
Angriffspunkt von Pin einer Axe der Centralellipse 
(sagen wir der vertical stehenden) liegt und Q mit dieser 
A x e zusammen f ä 11 t; dann lassen sich die Wirkungen beider 
auf die folgende Weise vereinigen. 
Die Kraft P dreht um die Antipolare ihres Angriffspunktes. 
um die horizontal liegende neutrale Axe. Die Drehaxe von Q ist 
die unendlich ferne Gerade der zu Q senkrechten Ebene. Beide 
ßewegungen vereinigt ergeben eine Drehung, deren Axe man erhält, 
wenn mau die neutrale Axe in horizontaler Richtung verschiel>t. 
Die Grösse dieser Verschiebung ist gleich der durch Q bewirkten 
Querschnittsverschiebung, dividirt durch den von P erzeugten 
D h · kl 1 1·1 L!'J Q.a s N.d ll d d re ungswm e , a so g e1c 1 a 0 = "Y.a : J. E , o er a 
Q .~ 1" 
Af = Pp und J = F i2 ist, gleich ;~1~:_; • 
Fig. 55. 
p A • ~Q ! 
• / ... / ~ßjb' ..... ..-: ..... d~ ~ 
·~·- · - · -·-· - · - · -··-· ·--·-s . ...l ...... -· -. 
. ·· · · ~[) ~ . . : 
• ·· / 1/'il! .„. . TG . 
Es stelle nun die Figur 5!) 
die Läng ansieht eines Balken-
elementes Li s dar, welches durch 
zwei unendlich benachbarte Quer-
schnitte begrenzt wird; S sei 
dessen Schwerpunkt und R die 
1i.ussere Kraft. Dann bewirkt die 
Normalcomponente P eine Dre-
hung um die Axe N, welche zu A 
anti polar liegt; fügt man die Wirkung von Q hinzu, so verschiebe 
sich diese Axe um obigen Wert nach JJ. Nun verhält sich 
P:Q=BS:AS=B :p; 
es ist daher B S = PJ und folglich 
ND=(i~~E):BS. 
Da nun nicht nur die Horizontale durch D zu A, sondern auch die 
Verticale durch D zu B in volutorisch liegt, so ist D der Anti -
pol der Kraft R hinsichtlich einer Ellipse mit dem 
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Mittelpunkte Sund den Ral baxen i und i Jl1'~E. Beachtet 
1 
man noch, dass das Moment NI nicht nur gleich Pp, sondern auch 
gleich R r ist, so kann man zusammenfassend sagen : 
Die äussere Kraft R dreht den einen Querschnitt 
gegenüber dem anderen um den Winkel da= ~:~8 , 
worin J.11 ihr statisches Moment hinsichtlich des 
Schwerpunktes, Lfs die Länge des Balkenelementes 
und J das Trägheitsmoment des Querschnittes be-
deutet; der Drehpunkt ist der Antipol der Kraft R 
hinsichtlich einer Ellipse, deren kleine Axe sich 
mit der verticalen Axe der Centralellipse des Quer-
schnittes deckt, und deren grosseAxe sich zur kleinen 
A x e v er h ä 1 t w i e Y 1cB : ß. 
Die neue Ellipse, welche uns bei dieser Aufgabe so wesentliche 
Dienste leistet, wollen wir in der Folge zum Unterschied gegen die 
früher genannten Ellipsen die < Elasticitätsellipse » des 
Ba 1kene1 e m e n t es nennen. Wir werden von ihr und dem obigen 
Satze in allen unseren Untersuchungen über elastische Form-
änderungen ausgiebigsten Gebrauch machen. 
Das Verhältnis Y Jt E: VG lässt sich für gegebene Querschnitts-
figuren stets zum Voraus berechnen; setzt man (nach Nr. 30) 
G gleich 2/ 5 E, so wird das Axenvexhältnis der Elasticitätsellipse gleich V 2,5J,, oder (vgl. S. 148-150) für rechteckige Querschnitte gleich 
1,73, für kreisförmige gleich 1,67, für doppel-T-förmige annähernd 
gleich 1,6 Y Gesamttiäche. Bestimmt man ,, für unregelmässige 
Stegfläche · 
Profilformen zeichnerisch nach dem auf der Seite 148 angegebenen 
Verfahren, wobei man,,= b .!f erhält, so wird die horizontale Halb-
i· 
axe der Elasticitätsellipse i' = i yx :· = Y ~ b .. K und kann direct 
bestimmt werden, ohne dass man vorerst den Factor ,, aufsucht. 
Will man bei der Bestimmung der Formänderungen den Ein-
fluss der Kraft Q vernachlässigen, so hat man einfach G = oo zu 
setzen, das heisst die horizontale Axe der Elasticitätsellipse \er-
schwinden zu lassen. 
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34. Formftndernng eines ganzen Stabes. 
Von der elastischen Formänderung eines einzelnen Eleroen tes 
kann man nun zu derjenigen eines ganzen Stabes übergeben. 
Es sei der Einfluss zu bestimmen, welchen (Figur 56) die 
Kraft Rauf den am rechten Ende eingespaunten Balken AB ausübt. 
Fig. 56. 
Deukt man sich zunächst nur da.s eine Element -1S ela tisch, 
. o tlreht sich nicht nur die linksseitige Begrenzung dieses Elementes, 
sondern damit auch der links davon liegende Balkenteil A um 
den Punkt D, den Antipol der Kraft R hinsichtlich der Ela,,ticitäts-
ellipse S. Der Punkt .A bewegt sich hierbei in einem Kreisbogen, 
dessen Mittelpunkt in D liegt. Da jedoch der Drehungswinkel 
-~ R . 1 •• LI s d tl· h kl . . k . d. LI u = J. E ausseror en ic em ist, so önnen wtr an 1e 
Stelle des Bogenstückes die Tangente setzen und sagen, der Punkt .A 
verschiebe sich senkrecht zu .AD nach A' um die 'trecke 
1 ''= lD "=R.r.AD.a s . L .IL ,J • Ll u J . R 
Legt man ferner durch A eine beliebig gerichtete Axe A x 
und zerlegt die Verrücknng des Punktes .A parallel und normal zu 
dieser Axe, so verhält sich wegen Aehnlichkeit der betreffenden 
Dreiecke die Parallelcoruponen te, das beisst die v· errückung in der 
Richtung der x-.Axe 
d.c: .AA' = d: AD; 
es ist daher 
l B.r.d.Lf.~ LIX = li • LIO = -----J. E 
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Diesem Ausdruck lässt sich nun ein Begriff unterschieben, 
welcher der Theorie des Trägheitsmomentes und der Centralellipse 
ebener Figuren entlehnt ist. Bekanntlich ist das Centrifugalmoment 
einer ebenen Figur hinsichtlich zweier Axen gleich deren Flächen-
inhalt, multiplicirt mit dem Abstand des Schwerpunktes von der 
einen Axe und mit dem Abstand des .Antipols der ersten Axe -von 
der zweiten. (Vergleiche den ersten Band von Culmanns Graph. 
Statik, 2. Aufl., Seite 404.) 
d S Betrachtet man nun die Grösse J. E als den Inhalt einer 
Figur, deren Centralellipse mit der Elasticitäts-Ellipse S identisch 
ist, so ist r . d . J ~ nichts anderes als das Centrifugalmomen t 
dieser Figur in Bezug auf die Richtungslinie von R und die Axe A x. 
Den Wert J~ wollen wir in Zukunft das «elastische Ge-
wicht» oder kurz das « Gewicht » des Balkenelementes nennen 
u1Hl mit LI G bezeichnen. Dann kann man sagen: 
Belastet man den Schwerpunkt S des Balkenele-
mentes mit dem Gewichte J;. und weist diesem die 
Elasticitätsellipse als Centralellipse zu, so dreht 
sich das Balkenstück .AS um einen Winkel, welcher 
gleich ist der Kraft R mal dem statischen Momente 
des Gewichtes in Bezug anf die Kraftrichtung, und 
<ler Punkt .d verschiebt sich in der Richtung der x-Axe 
um eine Strecke, welche gleich ist der Kraft R, mul-
tiplicirt mit dem Centrifugalmomente des Gewichtes 
hinsichtlich der Kraftrichtung und der x-Axe. 
Denkt man sich nun den ganzen Balken A.B in unendlich 
kleine Elemente von der Dicke d s zerlegt, die sich sämtlich unter 
clem Einfluss von R deformiren, so summiren sich ihrer Kleinheit 
wegen die einzelnen Drehungen und Verschiebungen: der Winkel, 
um welchen sich der Qnerschnitt A dreht (während B festgehalten 
wird) , ist gleich R mal der Summe der einzelnen statischen Mo-
mente, und die Verrückung längs der x-Axe gleich R mal der 
Summe der einzelnen Centrifugalmoruente. 
Diese beiden Summen bestimmt man am leichtesten dadurch, 
dass man die einzelnen Gewichte mit ihren Centralellipsen zu einem 
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Gesamtgewichte mit entsprechender Ellipse vereinigt. Der hierbei 
einzuschlagende Weg ist der nämliche, welcher zur Construction der 
Centralellipse zusammengesetzter Figuren dient. Tm Allgemeinen 
wird man zu diesem Zwecke in der graphischen Statik am besten 
Seilpolygone verwenden, ans welchen sich auf bekannte Weise der 
Schwerpunkt und die Trägheits- und Centrifugalmomente für zwei 
Schwerpunktsaxen ergeben. (Vgl. Nr. 116 und Taf. 13 in Culmanns 
Graph. Statik.) Wir werden im Abschnitt über den elastischen 
Bogen auf diese Arbeiten zurückkommen und setzen hier zunächst 
voraus, es sei die Elasticitätsellipse des ganzen Balkens auf irgend 
eine Weise bestimmt worden. 
Ist dann (Fig. 56) die ausgezogene Ellipse mit dem Mittel-
punkte S' diejenige, welche sich bei der Vereinigung der Einzel-
ellipsen ergeben hat, und bezeichnet man das Gesamtgewicht ~(LI G) 
= i ( .: ~) kurz mit G, so ist, nach den oben ausgesprocl1enen 
Beziehungen des Centrifugalmomentes zur Centralellipse, der Dr e-
h u n g s winke l des Querschnittes A gegenüber B 
o = B .G .r' 
und d i e V e r s chi e b u n g d es Pu n kt es A 1 ä n g s .A x 
x = R . G . r'. d', 
wenn D' der Antipol der Kraftrichtung bezüglich der ausgezogenen 
Ellipse ist. 
Die Richtung der x-Axe ist hierbei ganz beliebig; wir können 
sie auch durch D' führen; dann verschwindet cl' und mit ihm x; 
die Verri.icknng von A in der Richtung AD' ist somit gleich null; 
mit andern Worten, A bewegt sich in einer Senkrechten zu AD'. 
Führt man sodann die Axe senkrecht zu AD', so ergibt sich die 
Verschiebung x gleich o . AD'. Wir können somit auch im Blick 
auf den ganzen Balken den Antipol von· R als den Punkt ansehen, 
um welchen sich der Endquerschnitt dreht. 
Spannt man den Balken bei A. ein und lässt das Ende B sich 
bewegen, so bleibt die Ellipse die nämliche; der Punkt D' ist alno 
anch in diesem Falle Drehpunkt. 
Alles zusammenfassend, gelangen wir nun zu folgenden interes-
santen und wichtigen Resultaten : 
Belastet man die Schwerpunkte der Balkenele-
mente mit den Gewichten J~, weist ihnen ihre 
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Elasticitätsellipsen als Centralellipsen zn und ver-
einigt sämtliche Ellipsen zu einer Gesamtellipse, so 
vollzieht das eine Balkenende gegenüber dem andern 
eine Drehung um den Antipol der äusseren Kraft hin-
sichtlich der Gesamtellipse; der Drehnngswinkel ist 
gleich der Kraft mal dem auf die Kraftrichtung be-
zogenen statischen 111Iomente des Gesamtgewichtes, 
und die Verrückung des einen Balkenendes längs 
einer beliebigen .Axe ist gleich der Kraft mal dem auf 
die Kraftrichtung und diese A.xe bezogenen Centri-
f u g a 1 m o m e n t e des Gesamtgewichtes. 
Hieraus lassen sich sofort folgende zwei Spezialfälle ableiten: 
Steht ein Balken unter dem Einfluss einer unendlich kleinen, 
unendlich fernen Kraft (eines Kräftepaares), so dreht sich das 
Balkenende um den Mittelpunkt der Elasticitätsellipse und der Dreh-
winkel ist gleich dem statischen Momente der Kraft mal dem elasti-
schen Gewichte des Balkens. 
Geht die Kraft R durch den Mittelpunkt der Ellipse, so voll-
zieht das Balkenende eine Parallell.Jewegung senkrecht zu dem der 
Kraft conjugirten Durchmesser. (Die Bewegung ist hierbei nur dann 
znr Kraftrichtung parallel, wenn R mit einel' der Ellipsenaxen 
zusammenfällt.) Die Grösse der Bewegung ist gleich R mal dem 
auf die Kraft- und die Bewegungsrichtung bezogenen Centrifugal-
momente; letzteres berechnet sich entweder mittelst des .Antipols 
der Bewegungsrichtung ouer dadurch, dass man in den Endpunkten 
des zu R conjugirten Durchmessers je die Hälfte des Gesamtgewichts 
concentrirt denkt. (Vergleiche Seite 405 in Culmanns Graphischer 
Statik.) 
Interessant ist ancb, dass das Balkenende eine Ellipse beschreibt, 
währeucl sich d~e Kraft um einen Punkt dreht. Denn zerlegt man 
hierbei (Figur 57) die Kraft parallel zu zwei aufeinander senk-
rechten Axen Vy und V z in je zwei Seitenkräfte, so entsprechen 
diesen zwei Verschiebungscomponenten parallel zu zwei bestimmten 
Richtungen .A y' und A z', welche senkrecht stehen zu den Ver-
bindungslinien des Punktes A mit den Antipolen Dy und D1 von 
V !J und V z. Da nun die Verschiebungscomponenten den Kraft-
componenten proportional bleiben nnd letztere die laufenden Co-
ordinaten eines Kreises sind, so bilden die Verschiebungscomponenten 
die Coordinaten einer zum Kreise fo affiner Verwandtschaft stehenden 
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Kurve, also eines Kegelschnittes, und zwar sind in diesem die Rieh-
tungen Ay' und Az' einander conjugirt. 
Jedem Paar rechtwinkliger Axen durch V entspricht hierbei ein 
Paar conjugirter Durchmesser der Verschiebungsellipse; einem spe-
ziellen Paar entsprechen die Ellipsenaxen, woraus folgt: Die beiden 
Kraftrichtungen, welche die grösste und kleinste Verschiebung be-
wirken, (wir wollen sie Hauptrichtungen nennen), stehen aufeinander 
senkrecht. Fig. 57. 
T,iegt Y in der Antipolaren von A, so verschwindet die eine 
Ellipsenaxe und A bewegt sich, während die Kraft um Y ich dreht, 
in einer geraden Linie. 
Anstatt die Bewegungen des Punktes .A zu verfolgen, kann 
man auch irgend einen andern Punkt TY in Betracht ziehen, der 
mit dem Endquerschnitt .A durch einen starren unelastischen Stab 
verbunden ist. Alle bisher abgeleiteten Gesetze gelten ohne weiteres 
auch für diesen neuen Punkt. Um dieses einzusehen, braucht man 
bloss tlcn Verbindungsstab W.A. als eine Fortsetzung des Balkens 
anzusehen und ihm ein unendlich grosses Trägheitsmoment (oJer 
auch einen unendlich grossen Elasticitätscoefficien ten) beizulegen i 
dann wird sein Ge'i\'icht null und die ElasticiUi.tsellipse bleibt die 
gleiche wie vorher. 
Denkt man sich nun (Figur 58) zwei Punkte V und W durch 
solche unelastische Stäbe mit A verbunden, so bewirkt eine um l' 
sich drehende Kraft eine Verschiebungsellipse um W. J,ässt mau aber 
die Kraft auf W einwirken und verfolgt die Bewegungen des 
Punktes Y, so beschreibt auch dieser eine Ellipse. Diese beiden 
Ellipsen sind, wie Herr Privatdozent Dr. Forchheimer zuer t nach-
gewiesen hat, congruent. 
Lässt man nämlich ein Paar aufeinander senkrecht stehenuer 
Strahlen um V sich drehen und projicirt deren Antipole aus Tf~ so 
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erhält man in W einen involutorischen Büschel; das Rechtwinkel-
paar desselben stellt die Axen der Verschiebungsellipse TV dar und 
die entsprechenden Strahlen durch V enthalten die beiden Kraft-
richtungen, welche in TV das Maximum und Minimum der Ver-
schiebung erzeugen. Bestimmt man nun umgekehrt die Antipole 
der um lV sich drehenden rechtwinkligen Strahlen, projicirt sie 
aus V und bestimmt in dem hier entstehenden involutorischen 
Büschel das Rechtwinkelpaar, so fällt dieses mit den vorhin be-
stimmten ]Jauptrichtnngen zusammen. Denn wenn V et und Vb 
die Kraftrichtungen für die Verschiebungen Wa' und Wb' sind, 
so enthält Wb' den Antipol von Va und W a' denjenigen von V b. 
Daraus folgt aber nach der Polarentheorie, dass auch V 1i den Anti-
pol von Wb' und Vb denjenigen von W(t' enthält. Die Senkrechten 
zu V a und Vb sind somit die Verscbiebuugsrichtungen für die 
Kraftrichtungen Wa' und Wb' und, da sie aufeinander senkrecht 
stehen, zugleich die Axen der Ellipse. 
Fig . .>8. 
Die beiden Hauptrichtungen der Kräfte und die Ellipsenaxen 
decken sich somit gegenseitig. Dass aber jetzt die Ellipsenaxen 
gleich gross sein müssen, folgt einfach aus dem Umstande, dass die 
Verrückungen den Centrifugalmomenten des Stabgewichtes, bezogen 
auf Kraft- und Verschiebungsrichtung proportional sind. Die Yer-
rückung, welche TV in der Richtung TVa' erleidet, wenn eine 
Kraft in der Richtung V a wirkt, ist daher gleich gross wie die-
jenige, welche V in der Richtung V a erfährt, wenn die nämliche 
Kraft den Punkt W in der Richtung nach a' angreift. 
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Dreht sieb. die Kraft um den Punkt V, so bewegt sich ihr 
Antipol auf der Antipolaren von V, und lässt man zwei aufeinander 
senkrecht stehende Strahlen um V sich drehen, so bilden deren Antipole 
eine involutorische Reihe. Nun gibt es stets zwei (zur Antipolaren 
von V symmetrisch liegende) Punkte, von welchen aus diese In-
volution durch rechte Winkel projicirt wird. Für diese beiden 
Punkte stehen daher sämtliche conjugirte Durchmesser der Ver-
schiebungsellipse aufeinander senkrecht, das heisst die Verschiebungs-
ellipse wird für diese beiden Pnnkte zum Kreise. 
Andererseits geht die Ellipse (wie schon früher bemerkt wurde) 
in eine gerade Linie über, wenn der Punkt W auf der Anti-
polaren von V liegt. 
Ferner ergibt sich leicht , dass die Verschiebungsellipsen für 
alle Punkte TV (bezw. V) der Ebene congruent werden, wenn der 
Punkt V (bezw. lV) mit dem Mittelpunkte S der Elasticitätsellipse 
zusammenfü.llt. -
Hinsichtlich der Bestimmung der Elasticitätsellipsen ganzer 
Balken sei noch Folgendes bemerkt. 
Wie schon gesagt, werden hierzu im Allgemeinen Seilpolygone 
verwendet. In dem Falle jedoch, wo die Axe des Stabes geradlinig 
und sein Querschnitt constant ist, lässt sich die E1lipse wesentlich 
einfacher bestimmen. . 
Die Ellipsen der einzelnen Balkenelemente sind nämlich in 
diesem Falle sämtlich congruent und ihre Mittelpunkte liegen auf 
einer Geraden. Daraus folgt, dass (Figur 59) die kleine Halb-
axe i2 der Gesamtellipse gleich derjenigen der Einzelellipsen ist. 
Die grosse Halbaxe i 1 dagegen findet sieb durch folgende Rechnung. 
Das Trägheitsmoment des ganzen Gewichtes, bezogen auf die 
verticale Axe durch S' ist nämlich nach der in der Figur 59 ein-
geschriebenen Bezeichnung 
G . ii = ~· .d G (x2 + i'2) 
oder, wenn man .d G = J.d xE , G = :2 .d G = _ s - setzt, 
. J.E 
S •2 ~ .d X ( ~ + ·•!!\ J.Ei1 = ,,G J.E x-- i 1 
woraus sich, wenn man von - ~ bis -+ ~ summirt, ergibt 2 2 
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Bildet man daher ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten 
V 1/ 12 s und i', so stellt dessen Hypotenuse die grosse Halbaxe der 
Gesamtellipse dar. 
Fig. 59. 
• ·· ········ · ··· ......... „ ... . .... . s ... .. „.„ „. „ „ „„„„„ . „„ . • 
Bei fangen, schmalen Stäben überwiegt hierbei die erstere 
Kathete so sehr, dass man die letztere vernachlässigen und einfach 
i = l~ s = 0 289 s 1 y~ , 
setzen darf. 
35. Die elastische Linie gerader Balken. 
Die Kurve, in welche die Axe eines geradlinigen Balkens über-
geht, wenn letzterer sich unter der Wirkung ii.usserer Krii.fte verbiegt, 
nennt man seine e last i s c h e Linie. Da Torsionsmomente bloss 
Drehungen um die Axe des Balkens bewirken, so haben sie, so lange 
tlie Formänderungen als unendlich klein angesehen werden können, 
auf die elastische Linie keinen nennenswerten Einfluss und dürfen 
deshalb voh vornherein aus dem Spiele gelassen werden. 
In der Regel vernachlässigt man auch die in der Balkenaxe 
wirkenden Kräfte, da sie (abgesehen von dem in der Nummer 37, 
S. 170, behandelten Ausnahmefall) die Form der elastischen Linie 
nicht merklich ändern. Ueberbaupt wird, wenn von elastischer Linie 
die Rede ist, gewöhnlich nur danach gefragt, um wie viel sich die 
einzelnen Punkte der Axe von der ursprünglichen geraden Linie 
entfernen , und einer etwaigen Verschiebung parallel zu dieser Axe 
wird keine weitere Aufmerksamkeit geschenkt. Alsdann kommen als 
iinssere Kräfte nur noch unendlich ferne Normalkräfte und durch 
den Schwerpunkt gehende Transversalkräfte in Betracht. 
Der Einfachheit wegen wollen wir noch einen Schritt weiter 
gehen und voraussetzen, dass diese äusseren Kräfte sämtlich in einer 
verticalen Ebene liegen, welche zugleich die einen Axen sämtlicher 
Centralellipsen enthält; dann stehen alle Drehaxen der Balken-
11 
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elemente auf dieser Ebene normal und die elastische Linie bleibt 
in ihrer ganzen Ausdehnung ebenfalls in dieser Ebene. Dieser in 
der Praxis fast ausnahmslos vorliegende Fall möge zunächst be-
sprochen und an einem Beispiele erläutert werden. 
Nach dem am Schlusse der Nummer 33 abgeleiteten Satze 
lässt sich die elastische Formänderung eines Balkenelementes, sobald 
die Kraft R mit einer der Ellipsenaxen in einer Ebene liegt, als 
eine Drehung um einen Punkt ansehen, welcher der Antipol von B 
bezüglich der Elasticitätsellipse ist. V crnachlässigt man nun dje 
mit der AJ..e zusammenfallende Componente der äusseren Kraft, so 
beschränkt sich R auf eine parallel zum Querschnitt gerichtete 
Kraft, und der Antipol D (Figur 55) kommt alsdann in ilie Axe 
des Balkens zu liegen. 
Denkt man sich nun den ganzen Balken in unendlich kleine 
Elemente geteilt und für jedes derselben die Elasticitätsellipse ge-
zeichnet, so lässt sich, wie auch der Balken belastet sein mag, für 
jedes Element der Drehpunkt D und der Drehwinkel oo bestimmen 
und aus diesen Werten wsammen die elastische Linie bilden. Sehen 
wir nun, wie diese Aufgabe auf graphischem Wege gelöst werden 
kann. Herrn Professor Baurat Mohr gebührt das Yerdienst, das 
hierzu taugliche Verfahren in seinen Grundzügen aufgestellt und 
zur Berechnung von continuirlichen Balken verwendet zu haben. 
Setzen wir zunächst voraus, es deformire sich von den zahl-
reichen Elementen des Balkens bloss ein einziges. Dann wird die 
geradlinige Balkenaxe an der betreffenden Stelle eine schwache 
K . k h d llI . .:Js mc ung anne men, eren 1\Iass durch den Drehwinkel L1 o = J. E 
gegeben ist. Dieser stets ausserordentlich kleine Winkel lässt sich 
auf zeichnerischem Wege dadurch bestimmen, dass mau (Figur 60) 
Fig. 60. 
ein Dreieck mit der Spitze 0 
zeichnet, dessen Grundlinie in 
Ao--___ ..:;:C--~Llo:::-:---<>B irgend einem M:a sstabe gleich 
tio M~sc=====I:=====-~O 
~-· · · -· -······„· JE ····· ·· ·········> 
M. LJ s und des en Höhe gleich 
J. Eist. Betrachtet man sodann 
ilieses Dreieck als ein Kräfte-
polygon und zeichnet ein entsprechendes Seilpolygon AC B so, dass 
C vertical unter dem Drehpunkte D des genannten Elementes liegt, 
so stellt die gebrochene Linie AC B die Form des geknickten Balkens 
dar. Nun ist es nicht schwer, dieses Verfahren auf alle Elemente 
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auszudehnen; man gelangt hierbei auf ein Seilpolygon mit eben so 
vielen Ecken, als Elemente vorhanden sind, und wenn deren Zahl 
unendlich gross ist, auf eine Kurve, die elastische Linie. 
Bei dieser Constrnction sind die Kräfte l.J!l. LI s streng genom-
men fortwährend senkrecht zu den Strahlen aus 0 aufzutragen. 
Wenn aber die elastische Linie eine sehr flache, von der geraden 
Linie nur wenig abweichende Kurve bildet, was bei den in der 
Praxis vorkommenden Fällen fast immer zutrifft, so weichen auch 
die Strahlen des Kräftepolygons nur unbedeutend von der horizon-
talen Richtung ab, und es ist in diesem Falle gestattet, die Kräfte 
vertical aufzutragen. Es ergibt sich daher folgende Regel: 
Um die elastische Linie eines geraden Balkens zu 
zeichnen, teile man ihn in Elemente von der Länge Lls, 
betrachte die Produkte M . ..:Js als verticale Kräfte, 
die in den Antipolen der äusseren Kräfte hinsicht-
lich der Elasticitätsellipsen wirken, bilde aus ihnen 
ein Kräftepolygon mit der Poldistanz J.E und ver-
binde sie durch ein Seilpolygon. 
Ist hierbei das Trägheitsmoment J variabel, so zeichnet man 
ein Kräftepolygon mit veränderlichem Pole. (Vgl. Tafel 6 7.) 
Trägt man hierbei die Kräfte 1ll. ,j s und die Polweiten J. E 
im gleichen Massstab auf, was auf den ersten Blick das natur-
gemässeste scheint, so erhält man zwar die elastische Linie in 
richtiger Form, erreicht jedoch in der That wenig, weil sich die 
krumme Linie von der geratleu kanm unterscheiden lässt. Es ist 
daher bei der praktischen Verwendung obiger Methode üblich, die 
e 1 a s t i s c h e Li n i e v er t i ca l zu ver z er r e n , was dadurch ge-
schieht, dass man für die Kräfte und für die Poldistanzen verschie-
dene l\fassstäbe wählt; das Verhältnis der beiden Massstäbe ist zu-
gleich das Verzerrungsverhältnis. 
'-In der Regel sind die Momente JI durch die sogenannte Mo-
meotenfl.äche gegeben, welche entsteht, wenn man die verticalen 
Belastungen des Balkens durch ein geschlossenes Seilpolygon zu-
sammensetzt; wird hierbei Hals Poldistanz verwendet und bezeich-
net man die Ordinaten der Momentenfl.äche mit y, so ist bekanntlich 
l.J!l = H. y. Um sodann die M. LI s als Kräfte auftragen zu können, 
teilt man die Momentenfläche, der Balkenteilung entsprechend, in 
Streifen von der Breite L1 s und verwandelt deren Flächeninhalte 
auf eine Basis a. Wählt man schliesslich als Poldistanz des zweiten 
11* 
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Kräftepolygons die Linie h, so wird bei diesem Vorgange für ein 
einzelnes Balkenelement der Winkel 
.dO= y . .d8 :h 
a 
ßI.LJs 
II.ci.h 
Soll dieser Wert mit dem auf der Seite 162 stehenden identisch 
sein, so muss man die drei willkürlichen Grössen H, a und h derart 
wählen, dass ihr Produkt gleich J. E wird. Bei veränderlichem 
Trägheitsmoment wird auch h veränderlich, aber stets proportional J 
genommen. 
Thatsächlich erfüllt man jedoch diese Bedingung aus clem oben 
angeführten Grunde nicht, sondern wählt die drei Grössen so, dass 
ihr Produkt nur einen Bruchteil von J. E ausmacht; dann erscheint 
die elastische Linie verzerrt und das Verzerr u n g s ver h ä 1 t n i s 
ist ~ = J. E 
H.a.h 
Zuweilen mag es angenehm sein, 1 : ~ gleich dem für die 
Zeichnung gewählten Längenmassstab zu machen; dann er cheinen 
die Ordinaten der elastischen Linie in natürlicher Grösse. 
Dass man beim Zeichntm der elastischen Linie nicht mit un-
endlich vielen Balkenelementen arbeiten kann, versteht sich von 
selbst; man wird sich auf eine mässige Anzahl bt>schränken und 
sich bei der Einteilung in Elemente der Belastung und den Quer-
schnittsänderungen anpassen. Bleibt auf eine längere Strecke die 
äussere Kraft, sowie das Trägheitsmoment der Querschnitte constant, 
so lässt sich diese Strecke auch als ein einziges Element bf'handeln; 
nur muss dieses, weil es nicht mehr unendlich klein i t, al ein 
ganzer Balken angesehen und seine Elasticitätsellipse nach Anleitung 
der Figur 59 (Seite 161) gezeichnet werden. 
Auf die daselbst erläuterte Weise können Balkenelemente überall 
da, wo R und J eine Strecke weit constant bleiben, zusammengezogen 
werden. Selbst da, wo diese beiden Grössen kleinen Schwankungen 
unterworfen sind, kann unter Einführung von Mittel werten von 
diesem abkürzenden Verfahren Gebrauch gemacht werden. 
In der Praxis wird von dem Einfluss der Scherspannungen 
häufig abgesehen; die Einsenkungen der Balken ergeben sich dann 
kleiner, wie wir in der nächsten Nummer an einem Bei piele zeigen 
werden. Die Vernachlässigung der transversalen Elasticit!i.t macht 
um so mehr aus, je höher der Ballren im Verhältnis zu seiner Länge 
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ist, weil mit zunehmender Höhe auch die horizontalen Axen der 
Ellasticitätsellipsen zunehmen. Bei gewissen Aufgaben ist jedoch 
diese Vernachlässigung der Transversalverschiebung gestattet, so 
zum Beispiel bei der Berechnung der. Pfeilermomente continuirlicher 
Balken, weil es da (gleich hohe Stützen vorausgesetzt) nicht auf 
das absolute Mass der Durchbiegungen, sondern mehr auf die gegen-
seitigen Verhältnisse derselben ankommt. 
Am einfachsten beseitigt man die Wirkung der Scherkraft auf 
die Formänderung dadurch, dass man den Gleitmodul unendlich 
gross annimmt. Die horizontale Ausdehnung der Elasticitätsellipsen 
verschwindet in diesem Fall; die Ellipsen schrumpfen zu verticalen 
Linien von der Höhe 2 i zusammen und die Folge hiervon ist, 
dass die Antipole der äusseren Kräfte mit den Schwerpunkten der 
betreffenden Elemente zusammenfallen. Teilt man nun den Balken 
wieder in unendlich viele Elemente, die Momentenfläche in eben so 
viele unendlich schmale Streifen ein und betrachtet die Flächen-
inhalte dieser letzteren als Kräfte, so fallen diese der Lage nach 
genau mit den Streifen zusammen. Vereinigt man mehrere Streifen 
zu einem einzigen, so geht die entsprechende Kraft durch den 
Schwerpunkt desselben. Man kann daher die Momentenfläche ganz 
unabhängig von der Lage der äusseren Kräfte einteilen und 
braucht sich hierbei nur an die Variation des Trägheitsmomentes J 
zu binden. 
Ist letzteres für den ganzen Balken constant, so gilt der Satz: 
Um die elastische Linie eines Balkens zu erhalten, be-
trachte man dessen Momentenfläche als Belastungs-
fläche u n d z e i c h n e z u d i es er ein S e i 1 p o 1 y g o n. 
36. Construction der elastischen Linie 
eines Blechbalkens. 
(Tafel 6.) 
Zur Erläuterung des im Vorstehenden beschriebenen Verfahrens 
haben wir auf der Tafel 6 die elastische Linie eines Blechbalkens 
von 8 m Spannweite und 0,6 m Stehblechhöhe gezeichnet. 
Der Balken ist dazu bestimmt, gemeinsam mit einem zweiten, 
genau gleich starken Gefährten ein Eisenbahngeleise aufzunehmen, 
und die Querschnittsdimensionen sind so gewählt, dass nach den in 
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der Nummer 22 (Seite 93) gegebenen Regeln und Formeln die 
grösste Normalspannung sich gleich 0,65 t pro cm2 herausstellt. 
Zu diesem Zwecke wurde zunächst für die Radgewichte einer 56 t 
schweren Lokomotive ein Seilpolygon gezeichnet und auf bekannte 
Weise clurch Verschieben der Schlusslinie das grösste Biegungs-
moment bestimmt; es ergab sich gleich 35, 7 mt. Das eigene Ge-
wicht der Brücke wurde ferner zu 1 t pro laufenden Meter geschätzt, 
woraus sich für jeden der beiden Träger ein Moment von 4,0 mt 
ergibt. Das Gesamtmoment beträgt somit 39,7 mt. 
Um diesem zu widerstehen, ist der Balken aus einem Steh-
blech von 60 . 1,2 cm, vier Winkeleisen von 10 . 10 . 1 cm und sechs 
Kopfplatten von 26 . 1 cm zusammengesetzt. Die Gesamthöhe des 
Trägers ergibt sich hiernach gleich 66 cm, die Entfernung der 
Schwerpunkte von Kopf und Fuss dagegen gleich 60,2 cm; somit 
besitzt der Balken (bei Abzug cler 16 cm2 betragenden Nietlöcher) 
ein Widerstandsmoment (siehe Seite 94) von 
';~! (F1 + 1/ 6 F 2) = 6~ß22 (100 + 12) = 6150 cm3 , 
und die grösste Spannung findet sich 
3970 • 
6 = 6150 = 0,65 t pro cm·. 
Aus dem Seilpolygon ergab sich ferner der grösste Auflager-
clruck der zufälligen Belastung gleich 20,4 t; für das Eigengewicht 
sincl 2,0 t hinzuzufügen, was zusammen 22,4 t ausmacht. Nach der 
anf der Seite 96 stehenden Formel beträgt daher die Scbersp::mnung 
in cler Stegmitte 
22,4 0 28 ,, 
66 . 1,2 = , t pro c1w. 
Der Abnahme des Momentes entsprechend wurden die vier 
äusseren Kopfplatten gegen die Widerlager bin weggelassen, wie es 
aus der l!'igur 1, welche den Träger im Massstab 1 : 50 darstellt, 
zu ersehen ist. 
In der Figur 2 ist der Querschnitt des Balkens im Massstab 
1 : 10 gezeichnet und in den Figuren 3 und 4 nach bekannten 
Regeln das Trägheitsmoment desselben für 1, 2 und 3 Kopf-
platten bestimmt worden. Als Constanten wählten wir a = 3 cm, 
b = 331/ 3 cm und c = 33 cm; der Symmetrie wegen wurde diese 
Construction auf die Hälfte der Figur beschränkt. Die Figur 3 
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enthält das erste Kräftepolygon mit dem Pole 0 1 und die Figur 4 
die beiden (halben) Seilpolygone. Aus dem zweiten (unteren) wird 
die Strecke t gewonnen, welche, mit ab c multiplicirt, das Trägheits-
moment darstellt; da andrerseits der Flächeninhalt gleich a r ist, 
so findet man den Trägheitsradius i gleich Yb; t. Um diesen zu 
construiren, wurden zunächst in der Figur 3 die drei verschiedenen 
1 /~ t auf den Endstrahl des Kräftepolygons übertragen und hierauf 
durch Ziehen von Parallelen die Werte.!!..!_ bestimmt, wie es für das 
r 
grösste der drei t angedeutet ist. Diese Werte wurden sodann an b 
angefügt, worauf drei Halbkreise zu den Werten i führten; letztere 
ergaben sich für 1, 2 und 3 Kopfplatten gleich 25,1, 2G,4 und 
27,5 cm. Ansserdom entnimmt man der Zeichnung das Widerstands-
moment in der Balkenmitte (wo c = e ist) ab t = 3 . 331/ 3 • 70,4 
= 7040 cm3, ein Zahlenwert, der natürlich grösser sein muss als 
<ler oben berechnete, weil wir dort die Nietlöcher in Abzug ge-
bracht haben. 
Dieselbe Stellung der Lokomotive, welche das grösste Biegungs-
moment ergeben hatte und die auf der Tafel 61 durch Pfeile ver-
deutlicht ist, wurde nun auch der Constrnction der elastischen Linie 
zu Grunde gelegt. Die Momenten kurve wurde mit einem Hori-
zontalschub H = 25 t gezeichnet, und zwar aus Bequemlichkeits-
gründen so, dass die Schlusslinie mit der Balkenaxe zusammenfiel. 
Das zugehörige Kräftepolygon stellt die Figur 6 dar. 
Der Teilung des Balkens in Elemente dienten die vier Last-
linien und die vier Stellen, wo der Querschnitt sich ändert, als 
Anhaltspunkte, so dass neun Elemente entstanden, für welche je 
die äussere Kraft und der Querschnitt constant bleiben. 
Für die neun Elemente wurden hierauf die Halbaxen der 
E 1 a s t i c i t ä t s e 11 i p s e n gezeichnet. 
Die verticalen Halbaxen dieser Ellipsen sind einfach gleich den 
in der Figur 3 bestimmten i. Um die horizontalen Axen zu finden, 
wurden vorerst in der Figur 5 die Strecken ]( ermittelt, und zwar 
nach dem auf der Seite 148 angegebenen Verfahren. Von der Verti-
calen III aus wurden für den vollen Querschnitt die der Figur 4 
entnommenen ':8 d s aufgetragen, wodurch sich die mit 'Tb z be-
zeichnete Kurve ergab. Die entsprechenden Kurven für die Quer-
schnitte mit 2 und 1 Platte brauchen nicht neu gezeichnet zu 
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werden; man hat einfach die verticale Axe nach II beziehungsweise I 
zu verschieben. Durch Multiplication der -r b z mit !!... erhielt man 
z 
sodann (wie in den Nummern 23 bis 26) die rechts von der Vertical-
axe gezeichneten Kurven der -r a b. (Diese sowohl wie die vorher 
genannten Linien sind auf die untere Hälfte beschränkt worden.) 
Nun wurden die von der Kurve -r b z begrenzten Flächen in 
je 4 wagrechte Streifen geteilt, deren Inhalte auf eine beliebige 
Basis (30 cm) verwandelt und daraus die drei Kräftepolygone mit 
den Polen 0 1 , On und Om gebildet. Die Polweiten wurden (vgl. 
S. 149) jeweilen gleich der Kräftesumme genommen. Die Angriffs-
punkte dieser Kräfte werden durch die Kurven -r ab gegeben. So 
entstanden die drei (halben) Seilpolygone I bis III, deren Abschnitte 
auf der verticalen Axe die Strecken K sind. An diese wurde nach 
b h. . S E b - ( 1 d' o en m die trecke -er = 83 1/ 3 cm angefügt, wonach vg . ie 
Formel auf der Seite 153) drei Halbkreise zu den i', den horizontalen 
Halbaxen für unendlich kleine Balkenelemente führten. Endlich 
wurden nach Anleitung der 1'extfigur 59 (Seite 161) durch recht-
winklige Dreiecke mit den Katheten i' und 11 s die horizontalen 
Halbaxen i 1 der Elasticitätsellipsen der neun Balkenelemente be-
stimmt. Für die drei ersten Elemente sind diese Dreiecke (Tafel 61) 
ausgezogen worden. 
In Zahlen ausgedrückt ergeben sich die Strecken K für 3, 2 
und 1 Kopfplatte beziehungsweise gleich 77,0, 62,2 und 46,8 cm. 
Die entsprechenden i sind (Fig. 3) gleich 27,5, 26,4 und 25,1 r.111; 
der Wert b beträgt (Fig. 3) 33 1/ 6 cm. Somit ergeben sich die 
Coefficienten der Querverschiebung x = b ~ gleich 3,39, 2,98 und 
i 
2,48. Auf der Seite 150 ist gezeigt worden, dass diese Coefficienten 
annähernd gleich dem Gesamtquerschnitt dividirt durch den Steg-
querschnitt sind. Hiernach bekäme man 4,22, 3,50 und 2,78, also 
nicht unwesentlich höhere Zahlen. Man ersieht hieraus, dass diese 
angenäherte Berechnung namentlich bei mehreren Platten unzuver-
lässig wird. 
Von den neun Elasticitätsellipsen der Figur 1 braucht man 
zur Construction der elastischen Linie nur je die horizontale Axe; 
man kann daher die Bestimmung der Werte i (Fig. 3) auslassen. 
Wir haben jedoch der Deutlichkeit wegen vorgezogen, für die drei 
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ersten Elemente die ganzen Ellipsen einzuzeichnen; für die übrigen 
sind dagegen nur die horizontalen Halbaxen, und zwar um 90 ° 
gedreht, aufgetragen. 
Um nun zur fllastischen Linie zu gelangen, wurden die 
neun Teile der Momentenfläche auf die Basis a' = 250 cm (im 
Massstab der Zeichnung somit 5 cm) verwandelt und die Ergebnisse 
dieser Verwandlung in der Figur 7 zu einem Kräftepolygon zu-
sammengetragen ; als Poldistanzen wurden die Strecken t der Fi-
gur 2 verwendet, welche, wie es sein muss, dem Trägheitsmoment 
des Querschnittes proportional sind. Der Verscbiedeubeit der Mass-
stäbe entsprechend, sind diese Längen in der Figur 7 als 5 t be-
zeichnet. Das Verzerrnngsverhältnis berechnet sich nun (s. Seite 164) 
~ = J. E = a.b.c.t.E = a.b.c.E = 3.33~.33.2000 = 211 H.a'.h H.a'.5t H.a'.5 25.250.5 · 
Da der Massstab der Zeichnung gleich 1 : 50 ist, so hat man die 
der Tafel entnommenen Ordinaten der elastischen Linie durch 4,22 
zu dividiren, um die wirklichen Einsenkungen zu bekommen. 
Um die elastische Linie zeichnen zu können, mussten wir ferner 
die Antipole der äusseren Kräfte hinsichtlich der Elasticitätsellipsen 
bestimmen; zu diesem Zwecke wurden die Seiten der Morneuten-
kurve mit der Schlusslinie zum Schnitt gebracht, die horizontalen 
Halbaxen der Ellipsen um 90 ° gedreht, ihre Endpunkte mit diesen 
Schnittpunkten verbunden und auf die Verbindungslinien Senkrechte 
gezogen. Diese einfache Construction haben wir für das 2te und 
7te Element ausgezogen. Für die Elemente 4 und 5 fielen hierbei 
die Schnittpunkte mit der Schlusslinie über den Blattrand hinaus; 
wir bedienten uns daher des Satzes, dass die drei Höhenperpendikel 
eines Dreieckes sich in einem Punkte schneiden. Betrachtet man 
nämlich die Verticale durch den Schwerpunkt des Elementes, die 
betreffende Seilpolygonseite und die zu ziehende Verbindungslinie 
als die Seiten eines Dreieckes, so bildet die Balkenaxe das eine Per-
pendikel und das Lot auf die Seilpolygonseite das zweite; durch den 
Schnitt dieser beiden geht das dritte Perpendikel und zu diesem 
läuft die Linie parallel, welche den Antipol auf der Balkenaxe ab-
schneidet. Für das Element 4 ist diese ebenso bequeme als genaue 
Hülfsconstruction durch punktirte Linien angedeutet. 
Hiermit war nun alles Nötige vorbereitet und es konnte zur 
Construction des zweiten Seilpolygons .AB in der Figur 1 geschritten 
werden, worüber nichts Wesentliches zu bemerken ist. 
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Streng genommen bilden die Seiten dieses Polygons nicht, wie 
es vermutet werden könnte, die Tangenten an die elastische Linie, 
sondern bestimmen bloss durch ihre Schnitte mit den Grenzlinien 
der Balkenelemente .Punkte, durch welche die elastische Linie geht. 
Doch ist der Fehler, den man begebt, wenn man in das Polygon 
eine Kurve zeichnet, sehr gering. Wir haben sogar dieses unterlassen, 
da die Kurve sich mit dem Polygon beinahe gedeckt hätte. 
Die grösste Einsenkung tritt genau in der Mitte ein und be-
trägt 23,9: 4,22 = 5,7 mm. 
Vernachlässigt man den Einfluss der Transversalspannungen, 
mit anderen Worten, setzt man den Gleitmodul G = oo, so fallen 
die Antipole der äusseren Kräfte sämtlich mit den Schwerpunkten 
der Balkenelemente zusammen; da die Kräfte sich hierbei von der 
Balkenmitte entfernen, so erhält man in diesem Falle stets kleinere 
Einsenkungen. 
Wir haben auch hierfür die elastische Linie (gestricht) ge-
zeichnet; ihre grösste Entfernung von der Horizontalen beträgt 
(unter Berücksichtigung der Verzerrung) 5,0 m111, also nur 88 % 
von dem wahren Werte. 
Je höher der Balken im Verhältnis zur Spannweite ist, desto 
breiter werden die Elasticitätsellipsen, desto grösser wird demnach 
der Fehler, den man bei Vernachlässigung der Scherspannungen 
begeht. In unserem Beispiele verhält sich die Höhe zur Spannweite 
etwa wie 1 : 12; meistens wird in der Praxis ein kleineres Ver-
hältnis gewählt; der Einfluss der scherenden Spannungen darf als-
dann um so weniger vernachlässigt werden, wenn man auch nur 
annähernd richtige Resultate zu erzielen wünscht. 
37. Die Knickfestigkeit langer Druckstäbe. 
Wenn die Länge eines in seiner Längsrichtung auf Druck 
beanspruchten Stabes eine gewisse Grenze übersteigt, so verlieren 
bekanntlich die gewöhnlichen Formeln für die Druckfestigkeit ihre 
Gültigkeit. Die von der äusseren Kraft erzeugten Druckspannungen 
sind alsdann bezüglich der Tragfähigkeit nicht mehr, oder doch 
nicht mehr ausschliesslich massgebend; sondern der Stab erfährt 
zunächst eine seitliche Ausbiegung, wodurch die Querschnitte gegen-
über den Angriffspunkten der Längskraft verschoben werden und 
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mehr oder weniger grosse Biegungsspannungen erfahren. Alle unsere 
im zweiten und dritten Kapitel angestellten Betrachtungen und 
Entwickelungen gelten nnr, so lange die elastischen Formänderungen 
die Lage der Angriffspunkte nur in verschwindendem Masse ändern. 
Diese Bedingung wird in den üblichen Fällen der Beanspruchung 
anf Zug und Biegung erfüllt, bei langen, auf Druck in Anspruch 
genommenen Stäben dagegen nicht mehr. Diese letzteren bilden 
daher einen Ausnahmefall und erfordern in uer Festigkeitslehre 
eine ganz gesonderte, auf Grund der Elasticitätsgesetze beruhende 
Untersuchung. 
In Nachfolgendem haben wir versucht, dieser Aufgabe etwas 
näher zu treten. Wenn auch tmsere Betrachtungen nichts wesentlich 
Neues bieten, so hielten wir es doch der Vollständigkeit halber für 
nötig, auch diesen Gegenstand so viel, als es zur Zeit möglich ist, 
in den Bereich der graphischen Methoden zu ziehen. Letztere ge-
statten überdies, einzelne einschlägige Fragen leichter zn beant-
worten, als es der Rechnung gelingt. 
Fig. 61. Denken wir uns (Fig. 61) einen geradlinigen Stab, 
der an dem einen Ende eingespannt ist und am andern 
+P !P von einer in der Richtung der Axe wirkenden Kraft P 
.'/ 
angegriffen wird, so wird der Stab, so lange die Kraft 
eine gewisse Grösse nicht überschreitet, seine Form 
beibehalten und nur in seiner Längsrichtung sieb etwas 
verkürzen. Bei zmiehmender Intensität der Kraft tritt 
jedoch nach einiger Zeit eine Krümmung der Axe ein, 
wodurch in den Querschnitten neben Druckspannungen 
auch Biegungsspannungen entstehen. Die Stärke der 
Krümmung hängt von dem Biegungsmomente ab, und ·zwar bleibt 
(nach Nr. 30) der Krümmnngshalbmesser Q anfänglich dem Biegungs-
momente umgekehrt proportional; es ist ,lf. Q = J. E. Nimmt 
aber die Krümmung mehr und mehr zu, so tritt ein Zeitpunkt ein, 
wo die grösste der vorhandenen Spannungen die Elasticitätsgrenze 
überschreitet; von da an wachsen die elastischen Formänderungen 
rascher als die Spannungen (vgl. Fig. 49, Seite 135); der Krüm-
mungsradius ist nun nicht mehr dem Biegungsmomente umgekehrt 
proportional, sondern vermindert sieb, zuerst in der Nähe der Ein-
spannung, dann auch weiter davon entfernt, rascher als das Moment 
zunimmt. 
Die Last, welche der Stab tragen kann, bleibt hierbei bis zur 
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Erreichung der Elasticitätsgrenze nahezu constant; jetzt aber ver-
ringert sie sich, während 'die Biegung langsam fortschreitet, bis 
endlich die Festigkeitsgrenze überschritten wird und der Stab bricht. 
Ist jedoch die Belastung des Stabes derart beschaffen, dass sie nach 
Ueberschreitung der Elasticitätsgrenze nicht von selbst kleiner wird, 
besteht sie zum Beispiel aus aufgelegten Gewichten, so tritt natur-
gemäss ein plötzlicher Bruch, ein Zusammenknicken ein, sobald der 
Punkt erreicht ist, von welchem aus die Kraft bei zunehmender 
Ausbiegung abnehmen sollte. 
Ganz die nämlichen Betrachtungen können auch bei Stäben 
angestellt werden, welche an beiden Enden von zwei 
Fig. 62. K ft 
i 
gleichen, einander entgegengesetzt gerichteten rä en 
gefasst werden, sowie bei Stäben, die sich an ihren 
Enden infolge Einspannung oder flacher Auflagerung 
nicht drehen können (Figur 62). Im ersteren Fall kann 
man den Stab als aus zwei Stäben von der Form der 
Figur 61 zusammengesetzt denken; im zweiten Fall 
lässt er sich in vier Stäbe von jener Form zerlegen. 
t . Nach dem in der vorletzten Nummer (Seite 162) be-
sprochenen Constructionsverfahren kann nun die Form 
und Tragfähigkeit eines nach der Figur 61 gebogenen 
Stabes graphisch folgendermassen bestimmt werden. 
Man teilt den Balken in kleine Elemente von der Länge .J s 
ein, trägt die Produkte M . d s, in welchen M das Biegungsmomen t 
bedeutet, als Kräfte, die Produkte J. E, worin J das Trägheits-
moment des Querschnittes und E den Elasticitä.t modul darstellt, 
als Poldistanzen auf und zeichnet hierzu ein Seilpolygon. Dabei 
sind die Kräfte im Kräftepolygon stets senkrecht zu den S~rahlen 
aufzutragen, und es ist wohl zu beachten, dass hier, wo es sich um 
stärkere Krümmungen handelt, von dieser Bedingung nicht abge-
wichen werden darf. 
Im Einzelnen ist der Gang der Construction der folgende: 
In beliebiger Entfernung von dem gegebenen geraden Stabe AB 
wird zuerst (Fig. ti3) eine verticale Linie als Richtungslinie der 
Kraft P gezogen. Da die Grösse der Kraft, welche den Stab 
bis zu dieser Grenze ausbiegt, von vornherein nicht angegeben 
werden kann , so muss sie vorläufig geschätzt werden. Hierauf 
wird mit dem Radius JE ein kleiner Kreisbogen gezeichnet und 
auf diesem der Wert M. d s für das erste Element aufgetragen. 
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Dann erhält man den Verbiegungswinkel für dieses Element und 
kann durch dessen :Mitte eine Parallele" zum zweiten Strahle des 
Kräftepolygons ziehen. Nun wird das Moment für die Mitte des 
7.weiten Elementes bestimmt nnd der entsprechende Wert 1lf . .ds 
Fig. 63. 
B ······· ··· 
wiederum im Kräftepolygon aufgetragen. 
So fortfahrend kann man die ganze elasti-
sche Linie Schritt für Schritt zeichnen. 
·········· ... lp Werden die LI s gleich lang gewählt, so 
:·. sind die 1lf. LI s der Entfernung der Ele-
A 
mente von der Kraft P proportional und 
können vertical unter der Mitte jedes Ele-
mentes als Abschnitt zweier Geraden CA. 
und CD abgegriffen werden. 
;\Ian gelangt auf diesem Wege zu einem 
Polygone, in welches sich schliesslich eine 
Kurve einzeichnen lässt. Streng genommen 
sollte man freilich nicht die Ecken dieses 
c Polygons als die :Mittelpunkte der Balken-
elemente betrachten, sondern diese Elemente 
als kleine Kurvenstücke einzeichnen, deren Schwerpunkte bestimmen 
nntl die Abstände dieser Punkte von der Kraft als Hebelarme ab-
greifen. Es lässt sich diese Correctur, wenn es gewünscht wird, 
leicht nachträglich anbringen, hätte jedoch, wenn in so kleinem 
:.Massstabe wie bei der Figur 63 gezeichnet wird, keinen Wert. 
Da die Grösse von P, welche der angenommenen Kraftlinie 
entspricht, nur annähernd angenommen werden kann, so wird der 
Endpunkt der elastischen Linie nicht genau in die Kraftrichtung 
fällen; jenachdem nun das Ende des 1oteu Elementes ·rechts oder 
links von der angenommenen Verticalen zu liegen kommt, muss 
man P verkleinern oder vergrössern. Durch mehrmaliges Probiren 
oder noch besser durch eine Art Regula falsi gelangt man jedoch 
bald znr richtigen Grösse. 
So lange nun die Elasticitätsgrenze des Materials nicht über-
schritten wird, bleibt der Elasticitätsmodul E coustant, und wenn 
der Stab zugleich auf seiner ganzen Länge gleichen Querschnitt 
hat, so erhält man ein Kräftepolygon mit constanter Polweite, oder 
was dasselbe ist, die „l!. LI s liegen alle auf dem nämlichen Kreise. 
Bei den in der Praxis vorkommenden Fällen (selbst bei sehr schlanken 
Stäben) wird jedoch die Grenze, innerhalb welcher Spannung und 
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Ausdehnung einander proportional sind, sehr bald, das heisst schon 
bei einer verbältnismässig geringen A.usbiegung überschritten. Von 
da an dehnen sich einzelne Teilchen des Balkens rascher aus, als 
es bei gleichförmiger Elasticität der Fall wäre; man hat daher, um 
für jedes Baikenelement den Winkel L1 o zu construiren, für die 
Pol weite JE einen kleineren Wert einzuführen. 
Um nun für jedes Biegungsmoment die entsprechende Poldistanz 
zu finden, muss man das auf der Tafel 2 (untere Hälfte) darge-
stellte Verfahren anwenden, das beisst, man bat das Spannungs-
diagramm (Textfigur 49) mit der Qnerschuittsfigur in Beziehung 
zu bringen und für verschiedene Stellungen desselben das Biegungs-
moment zu ermitteln. Der hierzu einzuschlagende Weg ist auf den 
Seiten 135-137 beschrieben worden; indessen lässt er sich da-
durch noch etwas vereinfachen, dass man im ersten Seilpolygon die 
Kräfte LJ r horizontal an den Hebelarmen y und im zweiten die 
Abschnitte LJ s des ersten Polygons vertical an den Hebelarmen <J 
wirken lässt; J.enn dann braucht das erste Seilpolygon nur ein 
einziges Mal gezeichnet zu werden. Bedeutet a die Verwandlungs-
basis für die Flächeninhalte, b die erste und c die zweite Poldistanz, 
und schneiden die ii.ussersten Seiten des zweiten Seilpolygons die 
Strecke µ ab, so ist das entsprechende Biegungsmoment .JI = ab c µ. 
Nennt man dann den Winkel, den das Diagramm in seinem 
Ursprung mit der verticalen Axe des Profils einschliesst, a, so be-
steht, so lange die Elasticitätsgrenze nicht überschritten ist, die 
Beziehung <J = y . tang a, und man findet hieraus M = ::E <J • .::J F. y 
= ::E .1 F.y2• tang a = J . tang a = abct. tang a, oderµ= t. fang a. 
Fallen aber einzelne <J in den gebogenen Teil des Diagrammes, so 
wirdµ kleiner als t. tang a. In demselben VerhältnL<;se, alsµ gegen-
über t . tang a abnimmt, muss aber auch bei der Construction der 
elastischen Linie der Wert JE verkleinert . werden. 
Diese Schlussfolgerungen sind freilich nur unter der Voraus-
setzung ganz richtig, dass auch nach Ueberschreitung der Elasti-
citätsgrenze der ursprünglich ebene Querschnitt eben Lleibe, und dass 
das aus Zugversuchen gewonnene Spannungsdiagramm auch bei 
Biegungsbeanspruchungen gelte. Doch dürfte der aus diesen noch 
unenviesenen Voraussetzungen entspringende Fehler kaum gross 
ausfallen. 
Auf Grund dieser Betrachtungen haben wir für einen Rund-
eisenstab von 2 cm Durchmesser und 500 ein Länge eine Reihe Yon 
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elastischen Linien gezeichnet und für verschieden grosse Aus-
biegungen die entsprechenden Kräfte P bestimmt. Die Textfigur 63 
stellt daraus einen einzelnen Fall dar; in den Elementen 7 bis 10 
bleibt die grösste der im Querschnitte auftretenden Spannungen 
noch innerhalb der Elasticitätsgrenze; in den vorhergehenden Ele-
menten wird dagegen diese Grenze überschritten. Das Kräftepolygon 
hat daher einen veränderlichen Pol; man könnte indessen ebenso gut 
den Pol festhalten und die Kräfte treppenförmig aneinander reihen. 
Die übrigen Fälle der ganzen Reihe darzustellen, scheint uns 
überflüssig, da sich stets ähnliche Figuren ergeben. Dagegen sei 
bemerkt, dass sich unsere im Anfang dieser Nummer ausgesprochenen 
Beziehungen zwischen Kraft und Ausbiegung durchaus bestätigten. 
Zunächst geht aus den Constructionen hervor, dass die Trag-
kraft eines Stabes bei wachsender Ausbiegung anfänglich langsam 
wächst, aber nur sehr wenig. Denn schon bei einer kleinen Aus-
biegung wird, trotzdem der Stab absichtlich sehr schlank gewählt 
wurde, die Elasticitätsgrenze erreicht; von da an aber nimmt die 
'rragkraft fortwährend ab. 
Ferner zeigen die durchgeführten Constructionen, dass die 
Kraft P einen ganz bestimmten, von null verschiedenen Wert an-
nimmt, wenn man die Ausbiegung auf Null zurückgehen lässt. 
Dieser Anfangswert der Kraft ist nahezu so gross wie die grösste 
Kraft, welche der Balken tragen kann. Es lässt sich hiernach be-
greifen, dass belastete Stäbe plötzlich zusammenknicken, wenn nicht 
die Belastungsverhältnisse derart liegen, dass mit beginnendem Aus-
biegen zugleich die Grösse der Last sich vermindert. 
In der Praxis wird denn auch vielfach diejenige Kraft, bei 
welcher eine seitliche Ausbiegung r.rst beginnen will, als Tragkraft 
bezeichnet und mit einem entsprechenden Sicherheitscoefficienten zur 
Berechnung der Dimensionen benützt. . 
Eine Formel zur Berechnung dieser Kraft lässt sich durch 
folgende Betrachtung ableiten: 
"\Vir denken uns, es sei eine Ausbiegung eingetreten , jedoch 
eine so geringe, dass man die Länge eines Balkenelementes L1 s mit 
der Länge seiner Projection auf eine Verticale vertauschen darf. 
Schneidet man nnn (Fig. 64) einen liegenden Kreiscylinder Yom 
Radius r durch zwei verticale Ebenen, von welchen die eine zur 
Axe senkrecht steht, während die andere um einen kleinen Winkel a 
davon abweicht, und wählt zwei auf derselben Mantellinie gelegene 
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Punkte beider Schnittlrnrven, nennt deren Entfernuna y und den 
von den ent prechenden Tangenten einge chlo senen Winkel ö, so 
ist. da diese beiden Grö en ver cbwindend klein gedacht werden 
ö = ~ , oder da y = r. ctJs f3 . ta11g a und t = r. cot ß ist ö = 
sin ß. tml!J a. Durch Dift'erenziren nach ß erb lt man 
..J ö = eo.· ß . tcm!J a . ..J ß = y · d ß · 
, . 
• etzt man nun für r . d ß die Länge d., o folgt 
J ö = JL..d.'I. 
,-
~un i t der Drebnng winkel zweier benachbarter ner cbnitt 
bei einem auf Knicken beansprnchten Balken 
Jö = P.y.Jx
1 J.R 
wenn y die Entfernung des Balkenelementes von der Kral richtuu« 
bedeutet. Aus der Gleiclunti«kcit der beiden letz 11 Au drücke 
,• 
' 
Fig. tH. 
. 
. 
. 
' 
' . . 
folgt, da die Abwickt>lung der Kurv AB 
die ela ti ehe Linie eine g knickt n 'tabe 
liefert letztere daher eine inu kurYe i t. 
Ferner fol«t durcb GleiCh ·etzung beid r W rt 
von Jo 
1 p 
?" = J.};; 
da aber die Länge d tab l = 1/J n r i t, 
o ergibt ich die Tragkrnft 
P= tr1.J.E. 
4[4 
I t der tab an b id n Enden drehbar, 
o kann man ihn al au zwei ing p unten 
• tftb n zusammeuge etzt denken; nennt man in di m F lle die 
Ltl.nge wiedel' l, so findet man die theoreti h Tragkraf 
P- n'.J.E. 
- l2 
Ist endlich der tab an beiden End n eing p nnt s da s r 
eine doppelte Krümmung annimmt, o haben ir i r einzeln t be 
zu unterscheiden, und es wird infolge d n die Tra kraft 
p = 4 tr' . ~. 1~·. 
t· 
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In Jcr prakti'chen Anwendung <lie'er Formeln wird <lern Nenner 
t t noch ein ich rheit factor (b i Ei en etwa 5, bei Holi: etwa 10) 
b igefügt. 
An die en Formeln mu~. nun be.onder da Fehlen jeglicher 
znlns'ig n pnnnung, sowie ihre gänzliche Yer.cbie<lenheit von der 
für di ruckfestirrkeit kurzer til.be gültig n Formel auffallen. Diese 
ond rbarkeiten rühr n offenbar <laron bei·, da die Knickaefahr eine 
g. nz ig ntümlieb i t, indem ie ich ers infolge von elasti.chen 
Formündernng n in tellt, während bei kurz n , auf Drnck be-
an prncht ,n täb n, owie bei Zurr- uud ßierruno"flillen die ein ti-
chen B 'werrnnrren keinen od r nur einen Yer:cbwindend n Eintiu s 
auf <lie Trn.gfllhigk it au -üben. 
~ach un er n bi 11 riaen He nltat n he.itzen wir nun für die 
Trngkrnft ein s in ein r Länrr ' richtnn•.,. epre ' t n Balken zwei 
g:inz u11gleic11artige Formeln ; na ·h der inen H die Kraft von der 
x. 
JA 
•• 
'" 
·~ 
Fig. tJ,;. 
' 
L· nrre de Balken' unnbhilngig; 
nach d r a111lern nimmt ie im 
11mrrekehrten Verhültni " c zum 
11:.ulrate <ler L1inge ab. Triigt 
man die Länge de' tnbes als 
.-\lJ'Ci • e und die Kraft al r-
dinatA auf Firrnr 65), o führt 
clie eine Formel zn einer horizon-
tal n Terad n, die andere zu 
einer Kurve <lie i h beiden o-
onlina.tcna~en asymptotisch an-
hmiegt. E i t kllH d, ':; von den b i<l u, einer rreO'ebenen Länge 
1lt ·prechend n Krll.ft n in der prnkti "hen Anwendung tets die 
kl in r' zu ' ilhl n i t. Da j do h der plötzliche Uebergang von 
cl r 1 fahr <le. Zenlrücktwerden in die Gefab1· des Z1n1.mmeu-
kni k n <l m W ' n un · rer bau 'tati.: ·ben Theorien owie nttch 
m i t n · der Erfahrun.,. wider pricht, o ha man ich auf künst-
li ·h m W ge ioe inbeitliche Formel und damit einen glatten 
ebergang zu v r hnffen g wu t. Die Formel die zwi chen den 
heitlen gt-tren nt liegenden Ftll n in n ompromi her tellt, lautet: 
tJ F P=--l_...,..)1 
1+ a i 
Darin bcd utet CJ die zul ·~i<re ruck pannunir in gewöhnlichem 
12 
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Siune, F den Flächeninhalt des Quer chnitte·, l die tablänge, i den 
(kleinsten) Tr!l.gheitsradius des Querschnitts und a eineu Erfahrun!!S-
coefflcienten. E ist leicht zu sehen, dass die e Form11l für sehr 
kurze Stäbe in die Formel für gewöhnliche Druckfestiakeit für 
sehr lange in diejenige für Knickfe tigkeit übergebt. Für den Fall 
dass beide· Enden des Stabes drehbar sind etzt man bei chmieu-
eisen gewöhnlich a = 0,0001. 
2um \ergleich haben wir in der Figur 65 auch die e Formel 
durch eine gestrichte KurYe darge tellt. Die zuHl ige pannung a 
ist dabei gleich 700 kg gesetzt und al Querschnitt ein Kreis \'On 
2 cm Durchme ser gewl\hlt worden. Man sieht, da die neue KurYe 
in der That zwischen den beiden andern zu Yermitteln ucht; ie 
lässt aber zugleich erkennen, da s wir uns hinsichtlich der in der 
Praxis zu berechnenden Tragfl\higkeit gedrückter täbe immer noch 
in Yerhältni.mä sig grosser Ungewis heit befinden. 
Die Unsicherheit, welche bei der Unter::.nchung der Knick-
festigkeit den theoretischen Ergebnis en no h nnkleb , hat natnr-
gemä s zu dem Wunsche gefüh1t, die Frage durch E. perimente zu 
lösen. So zahlreich inde en die ange tellten Versuche auch sind o 
haben sie doch noch nicht iu erwünschtem Ma se zur Klarstellung 
der Verhältnis ·e beigetraaeo. Die Trngfä.higkeit der auf Knicken 
beanspruchten Balken, sowie die Ausbiegun"en, welche die e in Yer-
scbiedenen Zeitpunl--ten de· Experimentes annehmen, b ugen offenbar 
in o hohem Uns e von schwer nachwei baren "ebeuumstilnd n nb, da 
die Aufgabe die man zu lö en wün cht, eher ven ickelter geworden 
i t. Drehbare Endpunkte, wie sie bei der tbeoreti'cben B re bnung 
vorausge etzt werden, sind wegen der unrermeidlicben Reibung -
widerstände prnkti eh nicht leicht herst llbar und abgeflachte End-
punkte, welche einer Ein pannuna gleichkommen, la en sich hio-
wieder nur schwierig genau genug anarbeiteo. o kommt e da 
in dem einen wie in dem anderen Falle der dem \'ersuch Mrp r 
auferlegte Druck tets mehr oder weniger exc ntrisch wirkt, ·odurcb 
die Tragkraft und die Ausbiegung ersch inungen ganz bedeut nd 
• geändert werden. Jedenfalls ist es in er ter Linie die er E centri it t 
der Kraft zuzu cbreiben wenn sich bei solchen Knickrersu hen, im 
Wider pruch mit obigen theoretischen Ergebni eo di Au bi gung 
anntl.hernd proportional der Kraft herau ge tellt hat. Die neueren 
Veruche YOO Bau chinaer und T tmnjel", bei denen auf a naue 
Lage des Angriff punktes der Kraft be'ondere orgfalt verwendet 
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wur<le, lassen erkennen, da ·s die Formeln der eite 17ö unter 
olchen Um tänden durch den Ver ucb be tätigt werden. 
E sind auch mehrere .Anläufe aemacht worden, <lie Frage der 
Knickfestigkeit auf anderen Wegen eine1· theoretischen Lösung ent-
g geuzuführen; einen a.11 eitia befri digenden Erfolg haben diese 
'tudien intle sen bis dahin nicht erzielt. Uebrigens haben die-
selben für die Pr:u:is auch nicht den Wert, den man ihnen zu-
zuschreiben geneigt i t; denn so lange es un nicht gelingt, unsere 
Baucon tructionen derart atnuführeu, da die in den Druckstäben 
hen ·chenden Kräfte genau centfrch wirken, wird j de Formel der 
Wirklichkeit nur angenähert ent prechen, und die tets vorhandene 
Unsid1el'l1 it ko.nn daher nicht ander al durch einen genügend 
hohen icherheitscoefticienten ae<leckt werden. 
3 . Die F tirrk it de )!{ teriale . 
r W iderstaud, welchen ein Bau toff der Trennung seiner 
Teilchen·, das h i st der Aufhebung ihrer Cohfu'ion entgegen. tellt, 
nennt man eine Festigkeit. ewöbnlich unte1' heidet man Zug-, 
Drn k- und cherfestigkeit und hat die Grö- e die er Kräfte für 
die üblichen Baumaterialien durch zahlreiche El-perimente festge-
ge t Ut. 'rrotz des gro sen Umfanges dieser ersuche bleibt jedoch 
immor noch manche::; zu wün chen übrig. o wi sen wir unter 
nn<lerem noch nicht::; ichere über den Widerstnncl des ..Materiales 
g g o schief gerichtete Krl!.fte, obgleich die er Fall in der Wirk-
lichkeit wohl eben o häufig vorkommt ' ie der einfachere. Gewöhn-
lich rlanbt man sich, <lie schief gerichtete Spannung in eine normale 
und ine trau versale eitenkraft zu zerlegen und die Festigkeit 
des :.\fateriales in jeder der beiden Richtungen be anders m prüfen, 
ob chon man hiezu keine deutliche Berechtigung hat, sondern eher 
vermuten muss, da eine Vereinigung von Zug und Schub dem 
Bau toffe schädlicher sei al , bei gleicher rösse der Kräfte, Zug 
od r , cbub allein, während umgekehrt ein mit dem • chube ver-
bun<l ner Drnck, dem Gefühle 03.ch, in gün tigern Sinne wirkt. Ob 
in l tzt r m Falle twas wie Reibuncr als wirksamer Factor sich 
geltend macht, i t noch nicht aufgeklärt. Eben o ist es zur Zeit 
noch fraglich, ob Druckspannungen an und für ich allein ein ~Ia­
terial zu zerstören im Stande sind oder ob nicht vielmehr die von 
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äusseren Druckkräften bewirkten Risse im Grunde genommen den 
dabei auftretenden Scherspnnnunaen zuzuschreiben ind. 
Die vorhandenen Lücken machen sich übrigens deshalb weniger 
fühlbar, weil, wie gezeigt worden ist, die gros ten normalen pan-
nungen fast niemals mit transversalen verbunden auftreten. 
Leistet nun ein Material allen Arten von Krli.ften in gleicll-
mässiger Weise Widerstand, wie dies annähernd bei den Yer cliie-
denen Sorten von Eisen und Stahl der Fall ist, so braucht man dilher 
nur zu untersuchen, ob e dem :Maximal-Zug oder -Druck widersteht, 
welcher durch die grösste Halbaxe der pannung ellip·e beziehungs-
weise des Spannungsellipsoide gegeben wird. Kann dageaen da Ma-
terial dem Drucke besser als dem Zuge widerstehen (Gu ei en) oder 
umgekehrt (Steine und 11ih'tel), und haben die Haupt pannung n un-
gleiche Zeichen, so mu s man sowohl die Druck- als die Zugspn.nmma 
auf ihre Zullls igkeit prüfen. Auch knnn es in die. em Falle nötig 
werden, auf die Schubf . tigkeit de Stoffes Uücksicht · zu nehmen. 
Eine einaeliendere Rücksichtnahme erfordern jedoch die tran. -
versalen Kräfte, wenn es eine be timmte RkhtunO' im :\foterial aibt 
nach der es den scherenden Kräften nur geringen Widerstand ent-
gegen zu set7.en vermag, wie dies zum Beispiel beim Hol7. in der 
Spn.ltrichtnng (in geringerem :Ufasse auch beim EisP.n in <ler Walz-
richtung) der Fall ist. Für irgend einen Punkt bilden die paltebenen 
einen Büschel, dessen Axe mit der FaserrichtunO' zu ammenfilllt. 
Bestimmt man mm im Polar ystem der chnitte und Kr!\fte (:r. 8) 
die dieser Axe conjugirte Ebene, so enthil.lt diese die Ri ·htungen 
sämtlicher auf die Spaltebenen wirkenden Kril.fte; die ·e lie"en zu dem 
Ebenenhü chel involutorisch und ihre Grösse wird durch die Ellip e 
bestimmt, in welcher die conjugirte Ebene das Spannung ellip·oid 
schneidet. Diese Krlifte wirken im Allgemeinen chief n.uf die be-
treffenden Spaltebenen. Unter der Annahme, da · nur die tran -
versale Seitenkraft ma sgebend sei, hnt man daher die Krufte je 
normal und parallel zur Spaltebene zu zerleaen und unter den 
parallelen Componenten die grösste hernn zu uchen. Unter allen 
diesen tranS\'ersal wirkenden Spn.nnungen füllen im Allgemeinen nur 
zwei mit der Faserrichtung elbst zusammen; ie werden durch da 
rechtwinklige Paar der Ebeneninvolution bestimmt, welche die pnlt-
ebenen mit den durch die Spaltaxe und die Kräfte gelegten Ebenen 
bilden. Unte1· den Spaltebenen gibt es ferner eine einzige, welche, 
blo s von einer normalen Kraft bean prucht wird. 
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Will mau auch noch einen Unter cbied zwischen der Schub-
festigkeit in <len verschiP.denen Richtungen einer Spaltflüche machen, 
zum Bei piel beim Holz die Festigkeit in der Fa errichtung kleiner 
annehmen als quer dazu so hätte man ect das Gesetz aufzustellen, 
nach welchem sich die Wider tand fil.higkeit des Materials nach den 
verschiedenen Richtungen lindert und hierauf zu untersuehen, in 
welcher Richtung das Verhältni der Festigkeit zur Transversal-
pannung ein Minimum wird. 
o viel uns bekannt, i ·t man auf solche Gntersuchungen noch 
nie eingetreten; sie wären auch ehr rerwickelt, noch umständlicher 
als die in der Nummer 9 besch1iebene Con truction de Spannungs-
llip oides. l\Ian begnügt ich daher in der Praxi' mit der Unter-
sn hung derjenigen Fälle, bei welchen alle onstructionen in der 
Ebene n.usl'Tefübrt werden können. Dann i t unter den Spaltebenen 
in s Punktes nur eine einzige ma ' ·gebend; sie wird in der Con-
trnctionseb ne durch die Fa errichtung gekennzeichnet; die ganze 
Untersuchung beschränkt sich somit darauf, die pannung, welche 
auf eine gegebene chnittrichtung wirkt zu be timmen und normal 
und parallel zu die. er Hichtung zu zerlegen. 
Wir haben bei diesen Betrachtungen haupt !ichlich Bau mate-
riali n im Auge gehabt. Eine eigentümliche tellung nehmen neben 
diesen die lockeren oder halbfl.ü -~igen Materialien ein, mit denen 
man sich in der Erddrucktheorie zu befa~ en hat. Wir ziehen in-
de sen vor, die bei di en Stoffen auftretenden neuen Gesichtspunkte 
rst im III. 'l'eile näher auseinander zu etzen. 
Eine weitere, noch nicht Yollig aufgeklärte Frage ist die, ob 
die l!'e tigkeit des Materials in inem gegebenen Flächenelemente 
nur von det· auf letzteres einwirkenden pannung abhängig ist, 
der ob nicht vielmehr die auf anders gerichtete Schnittflächen 
wirkenden pnnuungen ebenfa.11 zu berück'ichtigen sind. Leider 
aeb n uns die bisher ausgeführten Fe tigkeit "ersuche keine Anhalts-
punkte zur Beantwortung der Fral'Te, wie sich ein Würfel verhält, 
der gleichzeitig in zwei aufeinander 'enkrechten Richtungen von 
KrMten beansprucht wird. Die darauf hinzielenden \'ersuche scheitern 
leider an technischen chwierigkeiten die bis dahin nicht über-
wunden werden konnten. 
Und doch sollten wir zur Yoll tä.ndigen Beurteilung der Festig-
keit unserer tragenden Balken im tande sein, obige Frage zu be-
antworten; denn di in dem '\'Orhergehenden Kapitel behandelten 
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Aufgaben zeigen uns, dass im Allgemeinen die von den Zug- und 
Druckkurven begrenzten Elemente stet in der einen Richtuna auf 
Zug, in Jer anderen auf Druck in Anspruch genommen werden; 
nnd es ist wenigstens wahrscheinlich, da s die Fe tigkeitsrerbl\ltnisse 
in diesem Falle andere sein werden , als wenn blo:-s die eine der 
beiden Kräfte in Wirkung steht. 
Die Betrachtungen über die elastischen Formnnderungen welche 
wir in der Nummer 30 augestellt haben, brinaen uns der Lösung 
dieser Frage einen Schritt näher. Denn wenn wir auch den genauen 
Zu~ammenhang zwischen der Festigkeit und der Formänderung nicht 
sicher angeben können, so lässt sich doch vermuten, dass die Ge-
fahr eines Bruches mit der Formänderung zunimmt, nnu o lange 
Theorie und Expeiiment uns nicht eine Be ' eren belehren, darf 
man (nach dem Vorgange französi eher Gelehrter) annehmen, da 
beide Factoren einander proportional sind. 
Werden nun die sechs eiten eine kleinen Würfel von den 
Spannungen 0-1 , 0-2 und C1a angeO'ritfen (wobei wir po itiYe C1 als 
Zug-, negative ah.1 Druckkräfte :m-ehen) , so dehnt ich nnch den 
Entwickelungen der :N'ummer 30 der Würfel in Jer Richtung von 111 
aus um die Strecke 
1 
·-· e 
worin E den Elasticit!l.tsmodul und e da Verbn.ltni. d r L ngs-
ausdebnung il. zur Quercontraction µ (Figur 51, Seite 141) bedeutet. 
Nach der Grös e dieses Ausdrucke wll.re omit die Bruchgefahr in 
der Richtung von 0-1 zu beurteilen. Dnrch rtau eben der In-
dices findet man die für die beiden anderen Richtungen geltenden 
Ausdrücke. 
Bei uu eren tragenJen Balken i t nun tlie eine tler drei pan-
nungen stet gleich null, o das wir <len Au druck 
a1 <1~ 
E- Et 
anzuwenden haben. Ferner i t nach früher die eine der beiden 
Spannungen stets positiv, die andere negativ, 'O Ja die Bruch-
gefahr in der einen Richtung durch <lie in der auJeren herrschende 
Spannung stets vergrö sert wird. 
Bezeichnen C1 und t' die in einem Punkte des Querschnitte 
wirkenJen Spannungen so sind die in chi fen chnitten wirkenden 
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grössten Normalspannungen (nach Nummer 18, Seite 80) 
<"mu = '/2 <J + Y 1/4 <1~ + 'Z'~ 
und O'mi.n = 1;2 <J _ J' 1; 4 <Jt + -r2 
Obiger Ausdruck geht somit über in 
(e - 1) '/2 <J + (e -1- 1) V i;. <12 +Tu 
Ee 
oder für e = 4 (vgl. Nr. 30) in 
% O' _J_ 1'>/ l O't _J_ 4 'tt 
E . 
Graphisch Hisst sich dieser Ausdruck wenn die beiden Maximal-
spannungen bestimmt sind, einfach dadurch construiren, dass man 
von jeder Spannung den eton Teil nimmt und ihn zu der andern 
hinzufügt. Man erhält auf diese Weise zwei neue Kurven, aus 
welchen zu entnehmen ist, wie hoch die Bruchgefahr nn jeder Stelle 
des Querschnittes steigt und ob ie irgendwo die zulä sige Grenze 
ii bersch reitet. 
Immerhin ist die hierzu nötige Arbeit Ptwas weitläufig, und 
wenn es sich bloss um die Frage handelt, ob die Brnchgefabr an 
irgend einer Zwischenstelle höher i t al in der obersten oder untersten 
Kante des Querschnittes, wo bekanntlich r verschwindet, so führt 
das folgende Verfahren rasch zum Ziele. 
Angenommen, die Brnchgefahr ei an jeder 'teile des Quer-
chnittes constant, also gleich i, wenn <1, die Spannung in der 
äussersten Kante bezeichnet, so be'teht die Beziehung 
(e - 1) '/2 <J + (e + 1) l i/~ 0'2 + -r2 = e <J, 
oder ( -r)2 (11 2 <J (e + 1)2 - + e -) + e(e -1) - - e~ = O. 11. 11, <J, 
Berücksichtigt man, da die Spannung <J der Entferuung von der 
neutralen Axe proportional ist, so erkennt man dass die Endpunkte 
derjenigen T, welche dieser Gleichung genüaen, auf einer E 11 i p s e 
liegen. Nennt man (Figur 66) den Abstand der obersten Kante von 
der neutralen Axe c, so wird in den Ab tänden c und - e c das 
Spannungsverhültuis ~ gleich 1 beziehungswei e gleich - E und 
<J, 
hiernach in beiden Füllen die pannuna t' gleich null; der Mittel-
punkt der Ellipse hat daher den Abstand - 1/ 2 (e - 1) c und ihre 
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horizontale Halbaxe beträgt, wie sieb ans obiger Gleichung leicht ab-
leiten lässt, 1/ 2 fi O',. Eine zweite solche Kurve entsteht, wenn 
man statt von der oberen Kante von der unteren ausgeht; ihr 
Scheitelpunkt liegt in .d und ihr Mittelpunkt um 1/ 2 (e - 1) AN 
oberhalb N; in der nebenstehenden Figur ist auch diese K une 
punktirt angedeutet. 
Fig. 613. Für den speziellen Fall, wo e = 4 ist, wird die verticale Halbaxe der Ellip e gleich 5fz c und 
die horizontale gleich o-.. Für Jiese Annahme 
ist ein Viertel von jeder dieser beiden Ellipsen 
(mehr ist niemals nötig) in der Figur 613 ein-
gezeichnet worden. 
Unter der Bedingung, dass der Wert E61 - 1~~ l,E 
in der That die Gefahr eines Bruches angebe, 
gestatten nun diese Viertelellip·en eine rasche 
Beantwortung der Frage, ob diese Gefahr an 
irgend einer Zwi chenstelle grös er i t als in den 
äussersten Kanten. Bleibt die KurYe der -r inner-
halb dieser Ellipsen, so wird das :\faterial am 
ehesten in den äussersten Kanten zerstört; tritt 
····· ?.Yl'.d. ···„ dagegen die Kurve der -r eine Strecke weit über 
die Ellipsen hinaus, so steht das :Material an 
diesen Stellen Jer Gefahr einer Zerstörung näher. In diesem Falle 
wird man sich daher veranlasst sehen, an deL· gefährlichsten Stelle 
1 den Wert O'max - - • O'min zu constrniren. 
E 
Angesichts der zur Zeit noch hypotheti chen Grundlage, anf 
welcher diese Erwägungen und Schlussfolgerungen beruhen, i ' t der 
Wunsch sehr gerechtfertigt, dass die Baumaterialienlehre un be-
stimmten Aufächluss darüber liefern möge, wie ich die Zug- und 
Druckfestigkeit unserer Baustoffe ändert, wenn die Krf1fte von ver-
schiedenen Seiten auf sie einwirkeu. 
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